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RESUMO 
Nest.e t.rabal ho o comport.ament.o est.át.ico e 
dinâmico C t.r ansi en.t.e) de cascas laminadas anisót.ropas , 
dot.adas ou não de enrijecedores excênt-ricos, é invest-igado 
usando o mét.odo dos ~lement.os finit.os. São empregados 
element-os t-ridimensionais degenerados de cascas em 
conjunção com uma formulação Lagrangeana Tot.al, result-ando . 
assim um modelo numérico que permit-e o t.rat.ament.o de 
problemas com grandes deslocament-os e rot.ações, e pequenas 
deformações. 
São considerados os casos de mat.erial 
elást.ico linear e elast.o-plást.ico com ou sem endureciment-o. 
O modelo elast.o-plást.ico baseia-se nos preceit-os da t.eoria 
da pl ast.i cidade assoei ada e numa ext.ensão do c r i t.ér i o de 
Huber -Mises para mat-eriais anisót.ropos. 
Os procediment-os ut-ilizados são feit.os, 
part.icularment.e, apropriados para a análise de cascas 
const.it.uidas por lâminas de mat-eriais compost-os , podendo a 
est.rut.ura apresent-ar geomet-ria e esquemas de laminação 
arbit-rários. No caso da análise est.át.ica, as equações não 
lineares de equilibrio são resolvidas ut-ilizando-se o 
mét.odo de Newt-on Raphson ou o mét.odo de cont.rol e por 
desl ocament.os generalizados. No caso da análi se dinâmi ca. 
as referidas equações são discret.izadas no t.empo at.ravés do 
mét.odo de Newmark e o sist.ema de equações algébri cas 
result.ant.e é resolvido usando o mét.odo de Newt.on- Raphson. 
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ABSTRACT 
In this work the static and dynamic 
Ctransient) behavior o~ anisotropic laminated shells, with 
eccentric sti~~eners or not, is investigated using the 
finita element method. The model employs ~hree-dimensional 
degenerated elements o~ shells and is based on a Total 
Lagrangian ~ormulation that allows the treatment o~ large 
displacements and rotations with small strains. 
The material is considered linear elastic 
o r elastoplastic with strain hardening o r not . The 
el astopl as ti c anal ysi s i s based on the concepts o~ the 
associated plasticity theory and uses an extension o~ the 
Huber -Mi ses criterium for anisotropic materials. The 
procedures are particularly appropriate ~or the analysis o~ 
laminated shells o~ composite materials with arbitrary 
geometry and lamination schemes. 
For the static analysis the nonlinear 
equi 1 i br i um equa ti ons ar e sol ved by Newton -Raphson method 
or, alternatively, by the called generalized displacement 
contr ol method. In the case o~ dynami c anal ysi s, those 
equations are discretized in the time by Newmark method and 
the resul tant set o~ algebraic equations are sol ved by 
Newton - Raphson method. 
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1 • I NTRODUÇ7\0 
1.1 GENERALIDADES 
O desenvolvimen~o da mecânica não linear do 
con~inuo e dos mé~odos numéricos aliados ao surgimen~o de 
novos e modernos compu~adores ~em permi~ido a solução de 
problemas complexos da mecânica es~ru~ural, para os quai:=; 
uma solução anali~ica não podia ser ob~ida. A ~endência que 
se ~em cons~a~ado ao longo do ~empo, é a de que problemas 
mais complexos, ou seja, equacionados sobre hipó~eses e 
idealizações de modelos es~ru~urais mais realis~icas, 
possam a cada dia ser resolvidos a um cus~o compu~acional 
aproximadamen~e igual ao da solução des~es mesmos problemas 
com base em hi pó~eses mais simples, como por exemplo as 
u~i 1 i zadas numa aná.l i se 1 i near de es~ru~uras. em ~empos 
passados. 
É verdad~ que são mui~os os problemas 
es~r u~ ur ais exi s~en~es, par a os quais uma aná.l i se 1 i near 
faz-se plenamen~e jus~ificada, por proporcionar uma 
respos~a suficien~emen~e precisa para os fins desejados ou 
pelo menos apenas conserva~iva Cnes~e segundo caso, desde 
que i s~o não afe~e de forma si gni fi ca~i va o cus~o da 
solução). Tra~ando-se de proje~os de es~ru~uras usuais, a 
opção por se realizar uma análise linear é ainda, por es~as 
razões, quase sempre ado~ada. 




Por um outro lado, muitos outros problemas 
existem, para os quais a solução obtida com uma análise 
linear não. :apresenta as propriedades acima citadas. Tal 
fato faz jus ao in~enso esforço por parte de pesquisadores 
na solução numérica de problemas não lineares da mecânica 
est~utural e particularmente no estudo do comportamento não 
linear de cascas, tendo em vista que a estas estruturas são 
destinadas inúmeras e importantes aplicações. 
Mais recentemente e principalmente devido 
aos crescentes desenvolvimento tecnológico e uso dos 
materiais compostos laminados, este campo de pesquisas tem 
se estendido ao estudo do comportamento de cascas laminadas 
anisótropas. 
Tipos especiais destes materiais, no que se 
refere à aplicação estrutural, são os denominados "fiber-
reinforced laminated composite material s", os quais 
consistem em uma associação de lâminas confeccionadas com 
fibras longas e resistentes Cex: aço, carbono, boro, vidro, . 
etc.), dispostas paralelamente segundo uma ou duas 
direções, envolvidas por um material referido como matriz 
C ex: alguns tipos de metais, de resinas ou cerâmicas) 
conforme representado nas Figuras 1.1 Ca) e 1.1 Cb). Estes 
materiais podem ser especificamente confeccionados para 
possuírem propriedades tais como: altas relações rigidez/ 
peso e resistência/peso, alta resistência à fadiga, alto 
amor teci mento, i sol ação térmica, i sol ação acústica, alta 
resistência à corrosão, etc. , o que justifica a crescente 
aplicação dos mesmos nas indústrias automobilistica, 
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L:1 
Ca) - Fibras em uma direção 
i 
Cb) - Fibras em duas direções ortogonais 
Figura 1.1 -Tipos usuais de lâminas reforçadas com fibras 
aeronáu~ica e aeroespacial e ~orna promissora a expec~a~iva 
de u~ilizações ~u~uras. 
A geome~ria ~ipica de uma casca cons~i~uida 
poa lâminas re~orçadas com ~!bras é mos~rada na Figura 1.2. 
a qual in~ui~ivamen~e sugere que o esquema de di s~ri buição 
de lâmi"nas e as carac~eris~icas mecânicas das mesmas podem. 
em ~ese, serem cri~eriosamen~e selecionados, de modo a 
ob~er as qualidades necessi~adas para uma de~erminada 
aplicação. I ndi scu~i vel men~e , es~a é a principal van~agem 
des~as es~ru~uras. 
Cascas de ma~eriais compos~os laminados 
r e~ orçados por ~i bras possuem um compor~amen~o mais 
complexo que o apresen~ado por cascas convencionais 
Ccons~ituidas por um único material homogêneo e is6tropo). 
As causas des~e ~a~o são: 1) as relações cons~i ~u~i vas de 
ma~eriais anisó~ropos apresen~am um acoplamen~o en~re as 
componentes de tensão e de de~ormação de di~eren~es 
naturezas, não existente para um material isótropo, não 
sendo portanto estas relações invarian~es com relação à uma 
mudança do sistema de eixos de re~erênci a; 2) materiais 
anisótropos podem apresentar coeficientes de Poisson 
maiores que 0,5 e até negativos, o que seria inadmissivel 
de acordo com as leis da Termodinâmica para um ma~erial 
isótropo CNOOR; 1992); 3) a relação entre os módulos de 
elasticidade longi~udinal e de cisalhamento transversal 
CE /G ) de uma lâmina, sendo L (direção das fibras) e T 
L LT 
(direções normais às fibras), como mos~ra a Figura 1.1 Ca), 
pode ser em ~orno de 30, quando para ma~eriais isótropos 
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d ____ _ 
c 
a 
Pigura 1. 2 Esquema de dist-ribuição de lâminas em uma 
casca 
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usuais est..a relação mant..ém-se em t..orno de 2,6 CGEIER; 
ROHWER 1989). Assi m, para t..ais mat..eriais . f'az-se muit..o 
dif'icil obt..er proveit..o da i nt..uição para se est..imar 
res ult..ados . como se· f'az usualment..e na análise de e st.. rut..uras 
de mat..er i ais homogêne os e i sót..ropos. 
Est..udos já realizados t..êm comprovado que uma 
simples mudança na di sposição das lâminas de uma est..rut..ura 
em casca ou nas orient..ações das f'ibras dest..as lâminas pode 
afet..ar enormement-e a respost..a da est..rut..ura a um det..erminado 
t..ipo d e solicit..ação Cpor exemplo: a carga de f'lambagem, a 
deflexão máxima , amplit..udes e frequências de vibração, 
et..c.). Tais const..at..ações demonst..ram quant..o i mport..ant..e se 
f'az modelar o comport..ament..o dest..as est..rut..uras da f'orma mais 
realislica possivel. 
Tendo em vist..a a grande variedade de 
mat..eriais compost..os laminados exist..ent..es at..ualment..e e a que 
poderá exist..ir ainda num fut..uro próximo , uma das maiores 
preocupações de pesquisadores e de projet..ist..as consist..e em 
modelar em forma adequada o comport..ament..o mecânico dest..es 
mat..eriais e em caract..erizar a influência do mesmo na 
r espost..a de diferent..es est..rut..uras com el es confeccionadas. 
Test..es experiment..ais t..êm comprovado que ent..re est..es 
mat..eriais, os mais diversos t..ipos de comport..ament..os são 
encont..rados. Em alguns dele~ . por exemplo , f'oi const..at..ado 
um comport..ament..o elást..ico linear dent..ro de uma f'aixa de 
solicit..ação na qual usualment..e os mesmos t..rabalham. Por um 
out..ro lado, comport..ame nt..os elast..o-plást..ico, vi scoelást..i co , 
viscoplást..ico, f'alhas do mat..erial por danos na mat..riz e/ou 
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nas i'ibras e por delaminação e ainda a grande ini'luência 
no compor~amen~o de al guns des~es ma~eriais proporcionadas 
,por i'a~ores: ambien~ais , como: por exemplo a ~empera~ura e a 
umidade , ~êm s ido verii'icados. 
Explica-se assim a razão da exis~ência de um 
grande · número de ~r abal h os desenvolvi dos par a modelar os 
diversos compor~amen~os acima ci~ados que podem ocorrer em 
de~ermi nados ma~eriais compos~os . Pode-se enquadrar es~es 
~rabalhos em dois grupos dependendo da ~écnica pelos mesmos 
u~ilizadas : há os que u~ilizam os concei~os de uma ~eoria 
já bem es~abelecida para ma~eriais isó~ropos es~endida para 
ma~eriais anisó~ropos Cno caso a lâmina), cons~i~uindo 
assim uma ~écnica di~a macromecânica e ou~ros nos quais uma 
~eoria microme cânica é d esenvo lvida , na. qual a i'orma de 
di s~ribui ção, a proporção e as propriedades dos ma~eriais 
cons~i~uin~es de uma lâmina são consideradas. 
Por razões i'uncionais ou de uso racional de 
ma~erial, i'requen~emen~e placas e cascas cons~i ~uidas de-
ma~eriais compos~os laminados de espessura mui~o reduzida e 
do~adas de enrijecedores são u~ilizadas em proje~os de 
es~ru~uras. Assim, o es~udo do compor~amen~o des~as 
es~ru~uras cons~i~ui um impor~an~an~e apêndice da área de 
pesquisa s obre o compor~amen~o de cascas laminadas. Em 
!'unção da aplicação, cada vez em maior escala, des~as 
es~ru~uras como par~es in~egranles de au~omóveis, aviões, e 
de veicules espaci ais , e~c., ei'ei~os de na~ureza não linear 
geomé~rica e dinâmicos são ou~ros aspec~os de impor~ância 
i'undamen~al a s erem pesqui sados e considerados em proje~os . 
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1.2- REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 
O mé~odo dos , elemen~os ~ini~os, em suas 
di~eren~es ~ermas : clássicas (modelos em deslocamen~os , 
mis~os, hibridos e ou~ros), ~em ~ido aplicação des~acada na 
• 
solução· dos problemas da mecânica es~ru~ural, se comparado 
a ou~ros mé~odos numéricos, en~re ou~ras razões, por sua 
grande capacidade em lidar com si~uações usuais de proje~o. 
como por exemplo a análise de es~ru~uras com geome~rias , 
cargas ou condições de con~orno arbi~rárias e es~ru~uras 
cons~i~uidas por di~eren~es ma~eriais. 
Des~a ~erma, es~e mé~odo ~em sido ~ambém 
especial men~e ele i ~o como i ns~r umen~o de i nves~i gação do 
compor~amen~o de es~ruluras em cascas, como pode-se 
concluir por mera cons~a~ação da exlensa li~era~ura sobre 
es~e assun~o. O compor~amen~o singularmen~e complexo de uma 
es~ru~ura em casca deu origem ao desenvolvimen~o de um 
grande número de elemen~os ~inilos especi~icamen~e 
~ormulados para o es~udo des~e ~ipo de es~ru~ura. Es~es 
elemen~os podem em geral s er enquadrados num dos grupos 
típicos: (a) el emen~os planos aos quais se impõe por 
superposição um compor~amento de membrana e de ~lexão; Cb) 
el emen~os curvos ~ormulados com base e m uma ~eoria clássica 
de cascas; (c) elementos tridimensionais degenerados de 
cascas deduzidos a par~ir de elemen~os isoparamé~ricos 
tridimensionais. 
Os elemen~os planos são ráceis de rormular, 
por ém p a recem não ~er desempenho satis~a~ório em cer~as 
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aplicações. principalmente por não modelar adequadamente o 
acoplamento existente entre os comportamentos de membrana e 
.de f'lexão. · Outras desvantagens destes elementos são 
o dif'icil tratamento de uniões Cnós) nas quais convergem 
somente elementos coplanares e o aparecimento de momentos 
f' 1 elor e-s • ao longo das uniões inlerelemenlares. não 
compaliveis com o comportamento da estrutura com a 
g eometria real. 
Os problemas li picos apresentados pelos 
elementos planos podem ser contornados ou atenuados com o 
uso de arlif'icios que acrescentam à análise um esf'orço 
computacional adicional. Permanece. porém. a necessidade de 
avaliar a ef'iciência que pode ser obtida com o uso de tais 
arlif'icios em lermos comparativos ao desempenho de outros 
elementos disponiveis. l endo em vista uma determinada 
aplicação CGALLAGHER; 1969). 
A partir dos resultados obtidos com os 
elementos planos. tornou-se patente a necessidade do · 
desenvolvimento de elementos curvos . que permi li ssem uma 
melhor representação geométrica da estrutura e que 
represe ntassem adequadamente o acopl amento exi s tente entre 
os comportamentos de membrana e de f'lexão. Um grande número 
destes el ementos f'oram surgindo na literatura. lendo como 
base dif'erenles teorias de cascas. e apresentando 
dif'erenles graus de sof'isli cação. 
A f'ormulação destes elementos curvos é em 
ger a l mais complexa que a de outros tipos de elementos. uma 
vez que par a se obter bons r e sullados , f' az -se necessário 
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adot-ar como base uma t-eoria de cascas consist-ent-e , 
represent-ar adequadament-e a geomet-ria da est.rut.ura e impor 
.campos de 1 deslocament-os .capazes de represent-ar os 
moviment-os de corpo rigido e os est-ados de de~ormação 
const.ant.e do element-o , assim como de proporcionar adequada 
compa t.i ·bi 1 i da de i nt.er el.ement.ar C GALLAGHER; 1976). A grande 
' 
maioria de element-os curvos disponiveis na lit.erat.ura é 
formulada para o t.rat.ament.o d e problemas especificas . como 
por exemplo cascas com simet-ria de revolução ou cascas 
abat-idas . Também, grande part-e deles possuem como base uma 
t-eoria de cascas fundament-ada sobre a validade das 
hipót-eses de Kirchhoff - Love, e portanto destinam-se à 
análise de cascas delgadas. Excelentes fontes de 
referências de modelos de elementos ~initos planos e curvos 
são os trabalhos de GALLAGHER C1969). GALLAGHER C1976) e 
YANG et al. C1990). 
Tomando como ponto de partida a ~ormulação 
dos elementos isoparamétricos tridimensionais, AHMAD et al. 
C 1970) deduzi r am os elementos tr i dimensionais degenerados 
de cascas impondo aos primeiros as hipót-eses de de~ormação 
normal tranversal nula e de que as normais à super~icie 
média permanecem retas, embora não necessariamente normais, 
após a deformação. Desta maneira obtém-se elementos com nós 
dispostos sobre a supérficie média e possuindo cinco graus 
de liberdade por nó Ctrês translações e duas rotações). A 
experiência mostrou que estes elementos for neciam ótimos 
resulta dos na análise de cascas de grandes ou moder a das 
espessuras , porém o desempenho dos mesmos se deteriorava à 
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medida que a espessura era reduzida. Tal f'enómeno. ref'erido 
na literatura por "locking" tem por origem um excesso de 
.r i gi dez prôveni ente do campo de desl ocamenlos adotados . 
principalmente nos ' elementos de baixa ordem com campos de 
desl ocamentos lineares e quadráticos CZIENKIEWICZ el al. ; 
• 
1971) e CCOOK el al.; 1988). Como reportado na literatura 
campos de deslocamentos de baixa ordem podem também 
proporcionar a inabilidade do elemento em representar a 
solicitação por f'lexão pura, f'azendo com que num problema 
onde sejam predominantes os esf'orços de f'lexão obtenha-se 
uma resposta com predominantes esf'orços de membrana. 
Estes casos ci lados do mesmo f'enómeno são ref'eridos na 
literatura, respectivamente, por " shear locking" e 
" membrane locking" CPARISCH; 1980). 
Qualidades contidas na f'ormulação destes 
elementos, tais como , simplicidade, boa representação da 
geometria , incorporação de ef'eilos das def'ormações de 
cisalhamenlo transversais e outras, tem dado origem a um 
intenso esf'orço por parte de pesquisadores em eliminar as 
suas f'ragilidades; para este f'im tem sido usado com 
relativo êxito, as técnicas de integração reduzida unif'orme 
e seletiva CZIENKIEWICZ el al., 1971) e CPAWSEY; CLOUGH, 
1971), f'ormulações mistas CLEE el.al., 1985) e CRHIU; LEE, 
1987) e outros procedimentos CIRONS, 1985) , CJANG; PINSKY, 
1 987) e C YEOM el al. • 1 988). A lécni ca de i nlegração 
reduzida pode resultar numa def'iciência em " rank" da matriz 
de rigidez do elemento. Isto implica em o elemento poder 




mecanismos ou modos de energia nula), ou seja, modos de 
def'ormação dif'erentes dos movimentos de cor po rigido aos 
,quais correspondem energia de det'ormação nula. O uso da 
citada técnica pode assim proporcionar a singularidade ou o 
mal condicionamento da matriz de rigidez global da 
estrutura, cuja consequência pode ser a obtenção de 
soluções compl e tamente erradas. Este problema e alguns 
procedimentos desenvolvidos para a sua solução t'oi 
discutido por BRIASSOULIS C1987) . Estudos visando obter uma 
melhor compreensão , do ponto de vista teórico, sobre a 
técnica de integração reduzida e visando estabelecer 
relações de equivalência entre esta técnica e modelos 
mistos t'oram realizados, respectivamente, por KAMALOUKOS 
(1988) e MALKUS~ HUGHES (1977). Contudo, o emprego da mesma 
no caso não linear geométrico e principalmente não linear 
fisico, embora usado por muitos pesquisadores, é ainda 
objeto de investigação. 
O t'ato de que o conceito de elementos 
tridimensionais degenerados lida com hipóteses cinemáticas 
adotadas por teorias de cascas, sem no entanto recorrer às 
complexidades e controvérsias nelas contidas, atraiu a 
comunidade engajada no estudo do comportamento de cascas 
pelo método dos elementos t'initos. A simples e boa 
representação da geometria da estrutur a os colocaram em 
posição destacada, em termos de pref'erência, para a 
realização de estudos envolvendo a consideração de efeitos 
não lineares geométricos. O uso deste tipo de elemento em 
estudos de natureza não linear geométrica e não linear 
. ' 
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geométrica e ~isica ~oi discutido, respectivamente, por 
RAMM; STEGMüLLER C1982) e BATHE; DVORKIN C1983) . Entre 
~mportantes : contribuições dadas ao estudo do comportmento 
não 1 i near de cas.cas de material homogêneo e i sótropo 
utilizando os re~eridos elementos são aqui destacados os 
trabalhos de RAMM C1977), PARISCH C1978), BATHE; BOLOURCHI 
C1980), PARISCH C1981), HUGHES et al. C1981), 
NUKULCHAI C 1981), CHANG; SAWAMI PHAKDI C 1982), 
KANOK -
SURANA 
C1983), OLIVER ; ONATE C1984). Estes trabalhos ~azem uso de 
uma ~ormulação Lagrangeana Total ou Lagrangeana Atualizada, 
as quais permitem o estudo do comportamento de estruturas 
considerando ~initos os deslocamentos, as rotações e as 
de~ormações. A hipótese cinemática de inextensibilidade 
segundo a direção da normal à superficie média adotada para 
a de~inição do campo de deslocamentos e deformações do 
elemento, porém, restringe os citados trabalhos ao estudo 
de problemas com pequenas de~ormações . Vale porém 
ressaltar que dentro do escopo de problemas com grandes 
deslocamentos, moderadas ou grandes rotações e pequenas 
de~or mações pode ser enquadrada a maior i a das aplicações 
práticas de estruturas em cascas. Dentro deste contexto, 
parecem ser igualmente adequadas as duas ~ormulações 
citadas, con~orme sugere RAMM; 
exceção dos trabalhos de BATHE; 
STEGMüLLER C1982). Com 
BOLOURCHI C 1980) e CHANG; 
SAWAMIPHAKDI C1982), todos os outros adotaram estratégias 
destinadas a permitir a ocorrência de rotações ~initas 
dentro de um passo incremental da análise. Em alguns dos 
trabalhos mencionados, os e~eitos de um comportamento 
14.-
elas~o-plás~ico do ma~erial ~ambém são inves~igados. 
Cascas laminadas , da mesma forma que cascas 
convencionai!:;, ~em sido modeladas por diferentes tipos de 
elementos fini~os CRAO, 1978), CREDDY, 1982), SOMASHEKAR e~ 
al . C 1 987) e WI L T e~ al . C 1 990) . A 1 i ~e r a~ ur a sob r e o 
assunto- tem mos~rado a- importância da incorporação dos 
efeitos das deformações d e cisal h amento tranversais CREDDY, 
1989), as quais eram totalmente desprezadas nos primeiros 
modelos desenvolvi dos, como por exemplo o de RAO C 1 978) , 
com base na Teoria Clássica da Laminação CJONES, 1975). Era 
natural portanto que a formulação dos elemen~os 
tridimensionais degenerados fosse es~endida à análise de 
cascas laminadas , tal como fez PANDA; NATARAJAN C1981). 
Neste trabalho apenas a análise estática e elástica linear 
foi considerada. Muitos outros aspectos de uma análise 
estrutural têm, desde en~ão, sido abordados fazendo uso 
deste tipo de elementos. A análise não linear geomé~rica , 
por exempl o , tem sido abordada em diversos trabalhos: 
CHANG; SAWAMIPHAKDI C1981) investigaram o comportamento de 
cascas laminadas na presença de grandes deslocamentos 
fazendo uso de uma formulação Lagrangeana Atualizada 
restringindo-se ao estágio pré-cri~ico. CHAO; REDDY C1984) 
consideraram a análise não linear estática Cem regime pré e 
pós-critico) e dinâmica Ctransiente) de cascas laminadas 
usando os mesmos elementos e uma formulação Lagrangeana 
To~al . Diferentes aspectos do compor~amen~o de cascas de 
material homogêneo e isótropo ou laminadas a nisótropas 
enri jecidas têm sido investigados com o uso do método dos 
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elementos f' i ni tos. Em sua maior- i a, dada a complexidade do 
problema, estes estudos apresentam-se restritos à análise 
de cascas com geometrias especificas e ao caso linear 
CVENKATESH; RAO, 1983) , CVENKATESH; .RAO, 1985), CBHIMARADDI 
et. al., 1989) e CPALANI et al., 1991). O primeiro trabalho 
• 
a investigar a resposta. não 1 i near geométrica C estática e 
dinâmica) de cascas laminadas anisótropas enrijecidas 
parece ter sido o de LIAO; REDDY (1987). Os autores usaram 
modelo idêntico ao de CHAO; REDDY (1984) e utilizaram 
elementos tridimensionais degenerados de vigas para modelar 
os enrijecedores. Ainda no citado trabalho , elementos 
i sopar amétr i c os tr i dimensionais e elementos de transição 
sólido-casca foram também empregados para modelar junções 
entre sólidos e cascas ou para modela~ juntas entre cascas 
de diferentes curvaturas. 
Em virtude da complexidade envolvida na 
análise elasto-plástica de materiais anisótropos, poucos 
trabalhos considerando efeitos el asto-pl ás ti cos tem si do · 
desenvolvi dos. OWEN; FIGUEIRAS (1 983) investigaram o 
comportamento elasto-plástico de cascas laminadas adotando 
um critério de escoamento que consiste de uma extensão do 
critério de Huber-Mises, feita por HILL C1950), para 
materiais anisótropos. Neste a superflcie de escoamento é 
definida em função de parâmetros de anisotropia os quais 
são atualizados durante a análise incrementai. Usando este 
mesmo modelo acrescido de efeitos não lineares geométricos 
Ccom o qual permite-se tratar problemas com grandes 
deslocamentos, moderadas rotações e pequenas deformações) 
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FIGUEIRAS; OWEN C1984) inves~igaram o compor~amen~o des~as 
es~ru~uras. LI; OWEN C1989) u~ilizaram um modelo de 
elemen~o fini~o em desl ocamen~os refinado Cno qual graus de 
liberdade adicionais são considerados ao longo das 
superficies en~re camadas) e o mesmo cri~ério de escoamen~o 
acima mencionado para . ~ambém ob~er a respos~a elas~o-
pl ás~i c a C sob a hi pó~ese de pequenos desl ocamen~os) de 
cascas laminadas. 
A análise dinâmica C~ransien~e) elas~o-
pl ás~i c a, considerando pequenos desl ocamen~os, de cascas 
laminadas foi abordada por OWEN; LI C1990). No que se 
refere a es~e ~ipo de es~ru~uras parece ainda não es~ar 
devidamen~e repor~adas na li~era~ura as anál ises es~á~ica e 
dinâmica elas~o-pláslicas sob as hipóteses de grandes 
deslocamen~os, grandes ro~ações e pequenas deformações. Uma 
visão mais ampla do es~ado da ar~e do es~udo sobre o 
compor ~amen~o de cascas 1 ami nadas ani só~ r opas pelo mé~odo 
dos elemen~os fini~os pode ser ob~ida a~ravés dos ~rabal hos 
de REDDY C 1 981 ) , REDDY ; CHANDRASHEKHARA, C 1 987) , KAP ANI A 
C1989) e NOOR C1992) . 
1. 3 - HIPóTESES e OBJETIVOS 
o presen~e ~rabalho da análise 
es~á~ica Cem regime pré e pós-cri~ico) e dinâmica 
C ~r ansi en~e) de cascas 1 ami nadas ani só~r opas considerando 
efei~os não lineares de na~ureza fisica e geomé~rica 
usando uma formulação em deslocamen~os do mé~odo dos 
' .. 
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elemen~os fini~os. Considera-se nes~a análise que: 
- No que diz respei~o à es~ru~ura, sejam despreziveis as 
componen~es de e de deformação normais 
' 
~ransversais; · as re~as normais à superficie média da 
casca permaneçam re~as porém não necessariamen~e 
normais àquela superficie após a deformação; sejam 
grandes os deslocamen~os e as ro~ações porém pequenas 
as deformações; por fim sejam arbi~rãrios a geome~ria 
da es~ru~ura e os esquemas de laminação. 
No que diz respei~o ao ma~erial, como caso mais geral 
~enha-se o de uma casca cons~i~uida por uma associaçãO 
de lâminas reforçadas por fibras "fiber-reinforced 
lamina~ed composi~e shell" e o compor~amen~o do 
material seja admitido elástico linear ou elasto-
plãs~ico (com ou sem endurecimen~o). 
- O carregamen~o da es~ru~ura seja independen~e da sua 
respos~a. 
O modelo numérico u~iliza uma formulação 
Lagr angeana To~al concomi ~an~emen~e com el emen~os f i ni ~os 
~ridimensionais degenerados de cascas, nes~e sen~ido sendo 
por~an~o uma extensão do modelo apresen~ado em BATHE C1982) 
para o caso de cascas laminadas anisó~ropas. No que diz 
r espei ~o à ob~enção da r espos~a pós -f 1 ambagem de cascas, 
inves~iga-se o desempenho de um novo mé~odo numérico, 
Mé~odo do Con~role por Deslocamen~os Generalizados CYANG; 
SHIEH, 1990), como al~erna~iva a vários ou~ros mé~odos 
desenvolvidos para ob~er a respos~a de es~ru~uras em 
es~ágio pós-cri~ico en~re os quais pode-se des~acar o 
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método de conlrol e por desl ocamenlos C ARGYRI S, 1 96!3) e 
CZIENKIEWICZ, 1971), o método de controle por trabalho 
~POWELL; SI·MONS, 1981) e CYANG; McGUIRE, 198!3) e o método 
do comprimento de :arco constante CWEMPNER, 1971), CRIKS, 
1972), CRIKS, 1979), CCRISFIELD, 1981) e CCRISFIELD, 1983) . 
• 
A reposta dinâmica é obtida mediante o emprego dos métodos 
de Newmark e da técnica incremenlal/ileraliva do método de 
Newlon-Raphson. Adota-se como modelo elaslo-pláslico o 
mesmo utilizado por FIGUEIRAS; OWEN C1984). 
Como objetivos do presente trabalho tem-se 
os de obter as repostas estática e dinâmica Clransienle) 
das ciladas estruturas com base em todas as considerações 
feitas acima. No que diz respeito à análise estática, em 
regime elástico ou elasto- plástico, pretende-se dar ênfase 
ao estudo do comportamento destas estruturas em estágio de 
solicitação tal que sejam grandes os deslocamentos sofridos 
e sobretudo pós carga limite (quando esta existir). No caso 
da análise dinâmica tem-se como objetivo principal 
caracterizar a influência do comportamento elaslo-plástico 
do material na resposta da estrut ura obtida sob a hipótese 
de serem grandes os desl ocamentos. Casos de estruturas 
consliluidas por um material homogêneo e isólropo que 
apr esenlem algum li po de ani sol r opi a no eslági o pl ás li co 
serão estudados. Ainda com relação ao comportamento elaslo-
plástico, serão comparadas as respostas obtidas com a 
adoção de di ferenles curvas tensão efetiva x deformação 
plástica efetiva e a influência da orientação das direções 
principais das lâminas e da disposição destas ao longo da 
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espessura da es~ru~ura será inves~igada . A validade em se 
ob~er a respos~a não 1 i near es~á~i ca e dinâmica de uma 
casca lamin4da enrijecida usan do elemen~os ~ridimensionai s 
degenerados re~ang~lares de seis nós para modelar os 
enrijecedores ~ambém ~az par~e das inves~igações propos~as 
no presen~e ~rabalho . Na solução de exemplos numéricos o 
desempenho de di~eren~es regras de in~egração C~o~al. 
reduzida uni~orme e reduzida sele~iva) serão ~es~ados. 
1.4- ORGANIZAÇÃO E CONTEúDO DO TRABALHO 
O con~eúdo do ~rabalho é dis~ribuido em oi~o 
capi~ulos. Os aspec~os relacionados com o modelo propos~o 
es~ão organizados como abaixo descri~o: No capi~ulo 2 é 
~ei~a uma breve revisão sobre relações cons~i~u~ivas para 
ma~eriais elás~ico-lineares anisó~ropos e em seguida são 
apresen~adas as relações cons~i~u~ivas de lâminas de 
ma~eriais or~ó~ropos elás~icas e elas~o-plás~icas sob as 
hipó~eses ado~adas no ~rabalho propos~o. No cap1~ulo . 3 . a 
par li r do pr i nci pio dos desl ocamen~os vi r ~uai s e ~ azendo 
uso de uma descrição Lagrangeana To~al. a equação 
incremenlal do movimenlo de um elemenlo ~ini~o é deduzida. 
No capi ~ulo 4 são apresenladas as relações re~erenles à 
~ormulação do modelo não linear do elemenlo ~inilo 
empregado. No capi ~ulo 5 são descri ~os os procedimen~os 
numéricos uli 1 i zados na solução dos di ~eren~es li pos de 
análise. Para leslar a e~iciência do modelo propos~o ~oram 
resolvidos vários exemplos numér icos e os resullados 
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obt-idos foram relat-ados em dois dif"erent-es capit-ulos. No 
capit-ulo 6 const-am t-odos os exemplos para os quais 
admit-iu-se . o comport-ament-o do mat-erial como elást-ico-linear 
e no capit-ulo 7 relat-am-se os result-ados de exemplos para 
os quais admit-iu-se o comport-ament-o do mat-erial como 
são apresent-adas as ela~t-o-plást-ico. No 
considerações finais 
c;:api t-ul o 8 
do t-rabalho englobando algumas 
conclusões obt-idas e sugest-ões para fut-uras invest-igações. 
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2. RELAÇOES CONSTITUTIVAS DE MATERIAIS ANISóTROPOS 
2.1 INTRODUÇÃO 
Apresen~a-se de inicio, nes~e capi~ulo, uma 
breve revisão de relações cons~i~u~ivas elásticas lineares 
para alguns materiais anisó~ropos, os quais apresen~am ou 
não tipos de simetria usuais em sua cons~i~uição interna . . 
O objetivo principal do mesmo, no en~anto, 
é a ob~enção das relações cons~i ~u~i vas para lâminas de 
ma~eriais ortótropos elás~icos lineares e elas~o-plásticos 
perfeitos ou com endurecimento empregadas no modelo 
computacional para a análise não linear de cascas laminadas 
anisótropas proposto neste trabalho. 
2.2- LEI DE HOOKE GENERALIZADA 
O es~udo da distribuição de tensões e 
derormações de um corpo requer que, como premissa. algumas 
caracter i sti c as do mesmo sejam es~abel eci das. e que em 
runção des~as carac~er1sticas, relações en~re ~ensões e 
derormações sejam obtidas. 
Aqui • por exemplo. o corpo é admiti do como 
um sólido con~inuo e elás~ico, e considera-se 
adicionalmen~e exis~ir proporcionalidade en~re ~ensões e 
corresponden~es deformações. ou seja, admite-se que o corpo 
ESc:o:_ r':: E' ::~NHA.RV\ 
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seja elást.ico linear. A part.ir das consideraçeses t'eit.as 
pode-se est.abelecer a relação ent.re t.ensões e deformações 
em um pont.o do corpo. 
Considere-se, ent.ão, o paralelepipedo de 
dimensões i nt' i ni t.esi mais dx , dx e dx r et.i r a do de um 
' i 2 9 
corpo elást.icQ 1 i near ,· ret'er i do ao sist.ema de eixos 
cart.esianos x • x e x , most.rado na Figura 2.1 . Sobre as 
i 2 9 
faces dest.e paralelepipedo, paralelas aos planos x x , x x 
i z i 3 
e X X , 
z 3 admit.e-se que at.uam as component-es de t.ensão 
o . o 





As respect.i vas component-es de 
deformação no pont.o Ce1.1.' e
22
• e • e 
89 f.Z 
e e e ), podem 
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ser obt.idas a part.ir da lei de Hooke Generalizada, aqui 
expressa em t'orma mat.ricial 
e d d d d d d o 
ti f. i 1.2 1.9 1.4 1.!5 1.6 f. f. 
c d d d d d d o 
22 Zi 22 29 24 2!5 26 22 
e d d d d d d o 
99 91. 92 99 94 9!5 96 99 = e d d d d d d o 
i2 41 42 49 44 4!5 46 1.2 
c d d d d d d o 
13 !5i !52 !59 !54 !5!5 !56 19 
e d d d d d d o 
23 61. 62 63 64 6!5 66 23 
(2. 1) 
e que em t'orma compact.a será escrit.a como segue 
{e} = (DJ {o} (2. 2) 
Os coe:f i c i ent.es d . . são const.ant.es el ást.i c as 
\. J 
do mat.erial no pont.o referidas ao sist.ema de coordenadas 
·' 
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adot.ado. Usando ~orma equivalent,e daquela lei , pode-se 
obt.er as component.es de t,ensão no pont,o at.ravés da relação 
O' c c c c c c c 
j.j. j.j. j.2 j.3 j.4 j.!5 j.6 j.j. 
O' c c c c c c c 
22 2j. 22 23 24 2!5 26 22 
O' c c c c c c c 
33 31. 32 33 34 9!5 96 99 = O' c c c c c c c 
j.2 4j. 42' 49 4" "!5 "6 j.2 
O' c c c c c c c 
j.9 !5j. !52 !59 !5" !5!5 !56 j.9 
O' c c c c c c c 
29 6j. 62 69 64 6!5 66 29 
(2. 3) 
ou simplesment.e 
{CY) = [ CJ <c> C2. 4) 
sendo agora as const.ant.es c .. 
\. J 
chamadas de coe~icient.es de 
rigidez do mat.erial . 
Da possibilidade de considerar que as 
de~ormações do corpo ocorrem isot,ermicament,e, ou seja , sem 
haver variação de t.emperat.ura em qualquer pont,o do mesmo, 
pode-se admi t,i r a exi st,ênci a da função pot.enci al el ást,i co 
CLOVE, 1944). designada por V (energia de de~ormação por 
unidade de volume). a part.i r da qual pode-se obt.er as 
component,es de t,ensão acima re~eridas por 
0' . . = 
\.j 
iJV 
iJ& . . 
\.j 
Di~erenciando 
i,j = 1.2.3 
as expressões (2. 5) 
relação a c 
mn 
Cm , n = 1,2,3) são obt,idas as igualdades 
(2. 5) 
com 









e des~as relaç~es conclui-se en~ão que 
c . . = c . . 




Por um ou~ro lado a~ravés das equaç~es C2.2) 
e C2.4) ob~ém-se a relação 
( DJ = ( CJ- 1 
ficando por~an~o claro des~a úl~ima que ~ambém 
d .. = d .. 
'" J J '" 
Os coeficien~es d .. 
'" J 
e c . . 
'" J 
(2. 8) 
(2 . 9) 
são sempre 
cons~an~es , no caso considerado, quando fixados o pon~o do· 
cor po e o sis~ema de eixos de referência. Eles podem no 
en~an~o variar de pon~o par a pon~o ou em um mesmo pon~o 
para diferen~es sis~emas de eixos de r eferência. Se es~as 
propriedades do ma ~er i al são as mesmas em qual quer pon~o. 
es~e é di~o homogêneo e . no caso em que elas variam pon~o a 
pon~o. o ma~erial é di~o he~erogêneo . Por um ou~ro lado se 
as ci~adas propriedades são independen~es das direç~es dos 
eixos x • x e x • o material é di ~o isótropo, sendo 
1 2 3 
anisó~ropo no caso con~rário. 
25 
a;. 
Figura 2.1 - RepresenLação das Lensões aLuanLes em um ponLo 
de um corpo 
26 
As propriedades de isot-ropia e anisot-ropia 
est-ão int-imament-e relacionadas com a ocorrência ou não de 
simet-rias na est-rut-ura int-erna de cada pont-o do mat-erial. 
Se t-ais simet-ria~ ocorrem out-ras relações com os 
coe f' i c i ent-es c . . e com os coef' i c i ent-es d. . são obt,i das. 
\. J \. J 
t-fo caso mais geral em que nenhuma simet-ria 
el ást,i c a ocorre são necessárias vi nt,e e uma const-ant-es, 
como expresso pelas equações C2.1) e C2.3), para def'inir a 
relação ent-re def'ormações e t-ensões em um pont-o do corpo. 
2. 3 - CASOS DE SIMETRIAS ELASIT CAS APRESENTADOS POR 
MATERIAIS 
Quando um mat-erial elást-ico apresent-a algum 
t-ipo de simet-ria na sua est-rut-ura int-erna, como já cit-ado 
ant-eriorment-e, out-ras relações com as const-ant-es c .. ou 
\. J 
d. . vem a ocorrer. Aqui será f'ei t,a ref'erênci a a alguns 
\. J 
t-ipos de simet-ria de grande import-ância prát-ica: 
a) Mat-erial com um plano de simet-ria 
Considere-se por exemplo que a est-rut-ura 
f'isica do mat-erial seja simét-rica com relação ao plano 
x x . Nest-a sit-uação as propriedades mecânicas do mat-erial 
1 2 
em direções simet-ricament-e dispost-as em relação a aquele 
plano devem ser idênt-icas, ou seja, as const-ant-es c . . são 
\. J 
as mesmas para qualquer um dos sist-emas de eixos X X X 
1 2 3 
e 
x' x' x' , t-al 
1 2 3 
que, 
x = x' , 
1 1 
x = x', 
2 2 
x = -x' C2. 10) 
3 9 
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A par~ir de relações de ~rans~ormações en~re 
~ensões re~eridas a di~eren~es sis~emas de eixos podem ser 
ob~idas as igualdades CSOKOLNIKOFF. 1946) 
O' O' O' = O' , O' = o' = 22' •• ·~ 22 99 99 
C2. 11) 
O' = o' O' = -a' O' = -o' 
•2 •2 •9 19 29 29 
as quais são ~ambém verdadeiras, e de ~orma semelhan~e 
ob~idas , em ~ermos de componen~es de de~ormação 
e = e' e = e e = e' 11 ·~ 22 22 92 92 
C2. 12) 
e = e' e = 
, 
e = -e' -e 
1 2 •2 ' 13 •s 29 23 
Comparando- se as expressões das componen~es 
de ~ensões dos dois sis~emas como ob~idas a par~ir da 
equação C2.3), levando- se em consideração as relações 
c 2. 11) e C2.12), e a igualdade das para os cons~an~es c. . 
\. J 
dois si s~emas de eixos re~er i dos, ob~ém-se a ma~r i z [ CJ 
para es~e ma~erial na ~orma 
c c c c o o 
11 12 1 3 14 
c c c c o o 
12 22 23 24 
c c c c o o 
[CJ 13 29 33 34 (2.13) = c c c c o o 
14 24 34 44 
o o o o c c 
55 56 




As propried ades elás~icas de um ma~erial com 
um plano de sime~ria ~icam en~ão carac~erizadas por ~reze 
c:;oe~icien~es: de rigidez independen~es. A direção x é di~a 
9 
d i r e ç ão princi p a l d o ma~erial . 
b) Ma~erial com ~res planos de sime~ria 
Aqui considera-se o ma~erial di~o or~ó~ropo, 
ou seja, u m ma~eri al cons~i~uido de ~al ~orma q u e por cada 
um de seus pon~os pode- se passar ~rês p l anos de si me~ri a 






sendo x , x 
1 2 
e x di~as di r eções pri ncipais de sime~ria do ma~erial. 
9 
Usando os procedimen~os ci~ados no caso do ma~erial com um 
plan o de sime~ria, mos~rados com maior de~alhes e m 
SOKOLNIKOFF C1946), ob~ém-se a ma~riz [CJ des~e ma~er i al 
c c c o o o 
11 1 2 19 
c c c o o o 
12 22 29 
c c c o o o 
[ CJ 1 2 2 9 3 9 (2. 14) = o o o c o o •• 
o o o o c o 
55 
o o o o o c 
cscs 
As propriedades elás~icas de u m ma~erial 
or~ó~ropo ~icam carac~erizadas por nove coe~icien~es de 
rigidez independen~es . 
Faz-se impor~an~e des~acar um ~ipo 
par~icular de ma~erial or~ó~ropo , para o qual, as 
propriedades mecânicas não variam para diferen~es direções 
si~uadas sobre um dos ~res planos de sime~ria elás~ica, o 
qual é assim di ~o um plano de i!:?o~ropia. Tal ma~erial é 
20 
referido na li~era~ura como ~ransversalmen~e is6~ropo, e se 
o plano x x for o plano de isotropia a matriz CCJ resulta 
2 9 
· C c c o o o 
1 1 12 19 
c c c o o o 
12 11 13 
c . c c o o o 
[ Cl 19 19 99 (2.15) - · o o o o o c 
44 
o o o o c o 
44 
o o o o o c 
55 
sendo ainda c = Cc - c )/2. São necessários apenas cinco 
44 1 1 12 
coeficientes de rigidez para a caracterização mecânica 
deste ma~erial. 
c) Ha~erial is6tropo 
Diz-se que um material é is6tropo quando 
~odos os planos que passam pelos seus pontos são planos de 
simetria. Neste caso, somente dois coeficientes de rigidez 
independentes existem, e a matriz [CJ, resulta 
[ CJ = 






















o o o 
12 
o o o 
12 
o o o 
11 
c o o 
44 
o c o 




2 . 4 - RELAÇõES CONSTITUTIVAS EM TERMOS DE CONSTANTES 
TÉCNICAS 
A ca'r act.er i zação d os coef' i c i ent-es d . . e c. . 
~ J ~ J 
deve ser f'eit.a a part-ir de medições r ealizadas e m t-est-es 
experiment-ai s. Na prá~ica apresen t-a - se mais simples a 
obt-enção das const-ant-es elást-icas d. 
~ j 
do mat-erial . A mat-riz 
[CJ result-ará e n t-ão da equação C2.8) . 
Para o caso mais geral de anisot-ropia , a 
mat-riz [ DJ pode ser escrit-a usando um sist-ema de const-ant-es 
t-écnicas, propost-o por Rabi novich CLEKHNITSKII, 1963). na 
f'orma 
1 -v1 z - v1s 7}1Z ,1 7}9 1,1 T}ZS ,1 
E1 E 1 E1 E 1 E1 E1 
- v21 1 -v23 7}1 2,2 7}3 1 , 2 '1'123,2 
E2 E2 E2 E 2 E2 E2 
-v31 -v32 1 '1'1 1 2 , 3 '1'13 1 , 3 '1'123,3 
[ DJ E3 E3 = E3 E3 E3 E3 
'1'11, 1 2 '1'12, 1 2 '1'13, 1 2 1 J-13 1 , 1 2 J-123 ,1 2 
G12 G1 2 G1 2 G1 2 G1 2 G1 2 
'1'1 1 ,3 1 '1'12,31 '1'19,91 J-112,9 1 1 J-129, 9 1 
G19 G1s G1 9 G1s Gi3 G19 
'1'11,23 '1'12,23 '1'13,29 J-112,29 J-19 1 ,29 1 
G2s G2s G2s G2s G2s G2s 
C2. 17) 
Nest-a equação E , E , E são os módulos de 
1 2 3 




x· 9 • 
G G , G são os módulos de cisalhament.o t-ransversal 
1 2 1 3 29 
ref'erent.es aos planos par alelos a x x , 
1 2 






v • v , v , v , v são coef'icient.es de Poisson Cv . . • 
21 19 9 1 23 32 ~ J 
31 
razão -e /e para c . . ~ O e demais componentes de tensão 
j j i. \. \. \. 
nulas). 
Ainda naquela , equação aparecem constantes 
chamadas de coericient-es de Chent-sov. e que são J.l • 
12,31 
J..l12,23. tal que. por exemplo. o primeiro 
dest-~s coericient-es é igual a razão entre as tensões c e 
13 
c Cc /c ). as quais atuando isoladamente 
12 13 12 
sobre o 
paralelepipedo causam a mesma derormação de cisalhament-o 
e 
12 
F' i nal mente tem-se ainda na equação C 2. 1 7). 
constantes chamadas de coeficient-es de inrluência mútua de 
primeiro tipo TJ • . .. . ' e coe r i c i entes de 
12, 1 
influência mútua de segundo tipo n • n . 
1, 12 1, 31 
• • • TJ • 
9,23 
O coeficiente do primeiro tipo n representa a relação 
12, 1 
entre as tensões c e c Cc /et ) as quai s atuando 
11 12 11 12 
isoladamente causam a mesma deformação c e similarmente o 
11 




é dado pela relação entre 
as tensões c e c C c /c ) • as quais causam a mesma 
12 11 12 11 
deformação e 
12 
De maneira análoga definem-se os demais 
coeficientes de Chent-sov ou de influência mútua. A partir 
da simetria daquela matriz são obtidas as seguintes 
relações entre as constantes técnicas de um material 
v /E = v /E 
i.j i ji j 
n /E = n /G 
'I . . l l 'll . . • • \. J , , I. J I. J 
J.lk l · /G . . 
, I. J I. J 
32 
Para um material ort6tropo a matriz [DJ 
re!'erida a eixos orientados segundo suas direcões 
principais apresenta-se na !'orma 
1 -v12 -v1s o o o 
E1 ·E1 E1 , 
-1.121 1 -vzs o o o 
E2 E2 Ez 
-vs1 -vsz 1 o o o 
Es Es Es 
[ DJ = 1. 2. 9 1 o o o G12 o o 
o o o o 1 o G1s 
o o o o o 1 Gzs 
(2. 18) 
de modo que, como se vê da equação C 2. 18) , par a estas 
direções são nulos os coe!'icientes de Chentsov e de 
in!'luência mútua do material, concluindo-se assim que 
tensões normais atuantes segundo as direções principais de 
simetria não causam de!'ormações de cisalhamento, e tensões 
de cisalhamento atuantes nos planos principais não causam 
de!'ormações normais. 
Os coe!'icientes não nulos da matriz [CJ 
1. 2' 3 
Ca qual é a matriz inversa da matriz [DJ ) 
1,2,3 de um 
material ort6tropo re!'erida a eixos orientados segundo suas 
direcões principais são dados por 
c = (1 - v v )/tE 
11 29 92 29 
c = C1 - v v )/tE 
· 22 19 91 19 
c = (1 
93 
v v )/tE 
12 21 12 
c = c = Cv + v v )/tE = Cv +v v )/tE 
12 21 21 91 29 29 12 92 19 19 
33 
c = c = Cv + v v )/tE = Cv +v v )/tE (2.19) 
13 31 31 21 32 23 13 12 23 12 
c = c = C v + v v ) /lE = C v +v v ) /lE 
23 32 32 12 31 13 23 21 19 12 
c = G 
44 12 
c = G 
55 19 
sendo nes~as equações. 
lE .. = E. . E. . 1.!. e 
\. J 1. J 








Para um ma~erial 
2v v v )/CE E E ) 
21 32 13 1 2 9 
isó~ropo as cons~an~es 
~écnicas independem do sis~ema de eixos de referência 
E~ (~= 1 • 2 , 3 > = E (módulo de elas~icidade longi~udinal) 
v . . = v . . 
1. J J 1. <~.j=1,2,3) 
= v Ccoeficien~e de Poisson) 
G = G = G = G (módulo de cisalhamen~o ~ransversal) 
12 19 29 
.. 
34 
sendo ainda G = E/2Cl+v), de modo que as ma~rizes (Cl e (Dl 
des~e ma~erial resul~am, conhecidamen~e. mui~o simples. 
2. 5 - RELAÇÃO CONSTITUTIVA DE UMA LAMINA SEGUNDO SUAS 
DIREÇOES PRINCIPAIS DE SIMETRIA 
In~eressa aqui, em par~icular , es~abelecer a 
relação cons~i ~u~i va de uma lâmina de ma~erial or~ó~ropo 
sob a hip6~ese, usualmen~e ado~ada em ~eorias linear es e 
não lineares de cascas, de serem nulas as componen~es de 
~ensão e de derormação normais ~ransversais. 
Assim, considera-se nes~e ~rabal ho a análise 
de cascas cons~i~uidas por lâminas de ma~eriais or~ó~ropos, 
admi~indo serem despreziveis as ~ensões e deformações 
normais O' 
33 
e respec~ivamen~e. sendo a direção 3 
normal à superricie média de ~ais es~ru~uras. Sendo 1 e 2 
as direções principais de sime~ria da lâmina Cvide Fig. 
1 . 1) a relação c x o resul~a 
35 
1 -vi2 o o o ()' & E i i i E i i i 
-vzi 1 o o o ()' c . i ----rz 22 Ez zz 
o o 1 o o ()' c = Giz iZ 12 
o o o 1 o e Gis o iS iS 
' o o 1 e o o Gzs o 29 29 
(2. 20) 
Da ma~riz [DJ acima apresen~ada. ob~ém-se a par~ir da 
relação (2.8) a ma~riz (CJ • a qual é dada por 
i' 2 '9 
E /(1-v v ) v E /(1 - v v ) o o o 
i i2 Zi i2 z iZ Zi 
v E /(1-v v ) E /(1 -v v ) o o o i2 i i2 Zi 2 i 2 2i 
o o G o o i2 
o o o G o iS 
o o o o G 
23 
C2. 21) 
2.6- RELAÇÃO CONSTTTUlTVA DE UMA LAMITNA SEGUNDO EIXOS 
LOCAIS 
Uma si~uação usual na análise de es~ru~ruras 
cons~i ~ui das de lâminas or~ó~ropas é ~er-se conhecida a 
ma~riz cons~i~u~iva re~erida aos eixos princ ipais de 
si me~ria elás~ica do ma~erial. dada pela equação (2.21) e 
36 
ser requerida a ma~riz cons~i~utiva [C J, re!'eren~e a um 
par~icular si s~ema de eixos x' 1 • x' 2 e x' 9 Cde!'inidos nes~e 
trabalho com6 na Figura 2.2), ~al que as direções dos eixos 
3 e x' coincidem. e as direções principais 1 e 2 !'ormam. 
3 
respec~ivamen~e. com as direções x' e x' um ângulo e . 
1 2 
Para 
este sis~ema vale a rel~ção ~ensão x de!'ormação 
sendo 
{o'} = C 
<c'} = C 

















o' } T 
29 





Através das relações de ~ransformação en~re 
os ve~ores de componentes de ~ensão e de deformação 
r.e!'eridos aos dois sis~emas é ob~ida a relação en~re as 
ci~adas matrizes CFIGUEIRAS~ OWEN, 1983) 
[ C'J = [ T JT [ C [ T J 
sendo [ T J dada por 
O' 







I I I 
EIXOS LOCAIS! X1, Xa, X1 
X~ ..L SUPERFÍC IE MÉDIA 
x; _L x2 • 
I 
x3 
I I . 





Figura 2.2- Orien~ação das direcões principais e dos eixos 
locais em um pon~o da lâmina com rel ação aos 
eixos globais da estrutura 
38 
2 cos e 2 sen e senecose o o 
sen2 e cos
2
e -senecose o o 
-2senecose 2senecose 2 2 cos e-sen e o o 
o o o cose sene 
·o o o -sene cose 
(2. 26) 
2. 7 - RELAÇÃO CONSTITIITIVA INCREMENTAL ELASTO-PLASTICA DE 
UMA LAMINA 
2 . 7.1 -Considerações Gerais sobre~ Teoria da Plas~icidade 
Associada 
Nes~a seção os precei ~os básicos da Teoria 
da Plas~icidade Associada serão u~ilizados com a finalidade 
de estabelecer a relação cons~i~u~iva incremen~al, para uma 
lâmina cons~i~uida de ma~erial or~ó~ropo exibindo 
compor~amen~o elas~o-plás~ico com ou sem endurecimento. 
Este comportamento pode ser :fisicamente 
caracterizado por um estágio inicial elástico linear, e um 
posterior (escoamento) no qual ocorrem de:formações que não 
dependem explicitamente do tempo e que permanecem após o 
descarregamento. 
Os preceitos acima ci ~ados são resumidos a 
seguir: 
1 . Admite-se a existência de uma :função 
chamada :função de escoamento ou critério de escoamen~o. a 
39 
qual estabelece as condiç~es em que ocorre escoamento em um 
ponto do material. Aqui esta f'unção será particularmente 
expressa na forma 
f'( O' '-!) = FC o) - YC '-!) = O (2. 27) 
sendo F uma f'unção escalar das componentes de tensão 
atuantes no ponto e Y f'unção de uma variável Cou conjunto 
de variáveis) dependente da história das def'ormações . 
A equação C 2. 27) pode ser geometricamente 
interpretada como uma hipersuperf'icie, chamada superf'icie 
de escoamento, def'inida no espaço das tensões , cuja f'orma é 
dependente da trajetória das cargas aplicadas. 
No caso em que a função Y é constante, esta 
superf'icie não varia e diz-se que o material é 
elasto-plástico perf'eito; no caso contrário, diz-se que o 
material apresenta comportamento elasto-plástico com 
endureci mente. 
2. A f'unção Potencial Plástico, proposta por 
von Mises, é identif'icada com a própria f'unção de 
escoamento CCHEN; HAN, 1988). Assim o vetor de incrementos 
de def'ormações plásticas resulta def'inido na f'orma 
{de } = dÃ {M} 
P éJo 
(2. 28) 
Nesta equação, chamada lei de escoamento 
plástico associada ou também lei da normalidade. dÃ é uma 
grandeza escalar cuja expressão ma t.emâ t.i c a ser á. de :f i ni da 
posteriormente, e 
• • • • • • t C2. 29) 
.Outras considerações de importância sobre a 
teoria da plasticidade relacionadas com os preceitos acima 
referidos serão aqui lembradas. 
Em primeiro lugar será :feita menção ao :falo 
de que a prova da 1 e i da normal i da de pode ser obt.i da com 
base nas hipót.eses da irreversibilidade das deformações 
plást.icas ocorridas durante um ciclo de carga/descarga e da 
validade do segundo post.ulado de Drucker-Prager CCHEN; HAN, 
1 988) . De t.ai s hi pót.eses t.em-se também como cone! usões o 
:falo de que a super:ficie de escoamento deve ser convexa e a 
garantia da unicidade da solução de um problema de valores 
de contorno elast.o-plást.ico. 
Nas Figuras 2.3 e 2.4, respect.ivament.e, são 
geomet.r i cament.e representadas a convexi dade da super fi ci e 
de escoamento e a lei da normalidade. 
Faz- se também necessário lembrar que a 
partir da equação C2.27) são estabelecidas condições para 
que um ponto do corpo encontre-se em regime elástico 
(quando F < Y) ou plástico (se F = Y). 
No estado plástico o incremento dF, causado 
pelos incrementos das component.es de tensão ocorridos 
quando o corpo é gradualmente solicitado, define diferentes 
estados em que pode se encont.r ar um ponto do corpo como 
• t 
SUPERF(CIE ADM I SS(VE L 
p 
dOjj . deu >O 
SUPERFÍCIE INADMISSÍVEL 
p 
d O'ij •. d €jj < o 
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Figura 2.3 - Convexidade da superfície de escoamen~o 
o 
Figura 2.4 - Lei da normalidade 
ESCOLA c:;: ENGEN~ 
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segue: 
dF<O O pon'lo encon'lra-se em descarga, a 
qual verit'ic·a-se sob regime elást-ico e , assim, em ret-orno 
ao in'lerior da supert'icie de escoamen'lo. 
dF=O - Di.z-se nes'le caso que o pont-o est-á 
sob carregament-o neu'lro.~ Se o ma'lerial é elas'lo-plás'lico 
pert'ei'lo ocorrerão det'ormações plás'licas e o pon'lo 
permanecerá sob a supert'icie de escoament-o. Por ou'lro lado, 
se o ma'lerial possui endurecimen'lo, 
plás'lica ocorrerá no pon'lo. 
nenhuma de~ormação 
dF>O - O pon'lo es'lá sujei'lo a carregamen'lo 
em regime plás'lico Ccompor'lament-o plás'lico de um ma'lerial 
que possui endurecimen'lo). A super~icie de escoamen'lo 
modi~ica-se ao passo que de~ormações plás'licas ocorrem no 
pon'lo. 
Finalmen'le, um pon'lo plas'li~icado, desde que 
não es'leja em es'lado de descarregamen'lo, si'lua-se sempre 
sobre a super~icie de plas'li~icação, a~irmação es'la que é 
expressa pela chamada lei da consis'lência 
d~ = o (2. 30) 
Den'lro do escopo da análise aqui propost,a, o 
compor'lamen'lo elas'lo-plás'lico do ma'lerial será modelado com 
base nos precei'los acima ci'lados. Em sin'lese, deve-se para 
is'lo serem es'labelecidas: a) A relação cons'li'lu'liva 
elást-ica (válida ant-es do pon'lo so~rer escoament-o); b) A 
condição que es'labelece 'ler ou não ocorrido escoamen'lo no 
pont.o~ c) A lei que descreve o endurecimento apresentado 
pelo ~leria!~ d) A relação const.it.ut.iva increment.al válida 
após o pont.o sorrer escoament.o. Ent.re est.es requerimentos 
fundamentais, r est.a.· apenas f i xar os t.r ês úl li mos, pois como 
já ant.eriorment.e mencionado, ant.es de ocorrer escoament.o em 
qualquer pont.o do mat.erial, as t.ensões e derormações no 
mesmo, ou seus respectivos incrementos, relacionam- se 
at.ravés da lei de Hooke generalizada. Os demais 
requer i ment.os serão a segui r especifica dos ou deduzi dos, 
conforme o caso. 
2.7.2- Crit.ério de Escoament.o 
Nest.e t.r aba! ho ser á admi li do como c r i t.ér i o 
de escoament.o uma extensão do crit.ério de Huber-Mises 
C HI LL, 1 950) para ma ler i ais ani s6t.ropos Cort.6t.ropos, mais 
especificamente). 
Identificando est.e crilério com a forma da 
equação C2.27) t.em-se 
FC o) = o = ( et C o 
12 11 
O' )2 + C( (O' 
22 23 22 
+ 3et 0'2 ]1/2 
<S<S 23 
(2. 31) 
na qual os indices 1, 2 e 3 especificam as direções 
principais do mat.erial, os coeficientes et 
s 
representam 
parâmet.ros de anisot.ropia e Õ é chamada de t.ensão efet.iva 





- 2 2 = a a 
1 11 
+ 2ã a a + a a 
12 11 22 2 22 
- 2 + a a 
9 12 
na qual novos parâme~ros de aniso~ropia 
2 
+ a a 
• 19 
2 






Por um ou~ro lado a !'unção YC~) será 
iden~if'icada com a ~ensão de escoamen~o do ma~erial 
Cor~ó~ropo, no caso considerado), de uma direção pré-
es~abelecida. Admi~e-se, ainda, que Y seja !'unção das 
def'ormações plás~icas acumuladas, podendo por~an~o ser 
expressa como !'unção de uma grandeza ref'erida como 
def'ormação plás~ica ef'e~iva cp CCHEN; HAN, 1988), a qual é 
def'inida sobre bases consis~en~es. Es~a !'unção def'ine como 
se processa o endurecimen~o do ma~erial e, por~an~o. será 
~ra~ada na seção subsequen~e. 
Em geral os eixos principais da lâmina não 
coincidem com os eixos de ref'erência locais x' x' e x'. 
1. 2 3 
como já mos~rado na f'igura 2. 2, em relação aos quais 
necessi~a-se es~abelecer a relação cons~i~u~iva do 
ma~erial. Faz-se convenien~e en~ão reescrever a equação 
C2. 32) em ~ermos das componen~es de ~ensão segundo as 
direções locais. 
resul~a 
Em f'orma ma~ricial a equação C2.32) 
-2 
O' = (a}TCÃJ {o) (2. 33) 
na qual {a) e [ ÃJ esU~o ref'eridos às direções 1, 2 e 3 e 
es~a úl~ima ~em a forma 
a a o o o 
i i2 -a a · O o o 
i 2 2 
( Ãl o o -= a o o (2. 34) g 
o o o a o 
4 
o o o o a 
5 
Em função das componen~es de ~ensão a~uan~es 
segundo as direções 1 ocai s x' , x' 
i 2 
e x' 9 • a equação C2. 33) 
pode ser ob~ida median~e o uso da relação de ~ransformação 
en~re os ve~ores {o) e {o ' ), e resul~a 
na qual , 
[A' J = 
sendo 










= a a i9 29 
o o 
o o 
[T l = [T l - i 
e o 
(2. 35) 
a o o 
i9 
a o o 
29 
a o o 
9 
o a a 
4 45 
o a ' a' 
45 55 
C2 . 36) 
(2. 37) 
Os próximos 1 ~ens ~ra~am sobre o modelo de 
endurecimen~o ado~ado nes~e ~rabalho e sobre a ob~enção dos 
parâme~ros de aniso~ropia a do ma~erial. A par~ir des~es, 
s 
os parâme~ros a são ob~idos usando a equação (2.36). 
B 
2.7 . 3- Endurecimen~o do Ma~erial 
o endurecimen~o do ma~erial, que se 
caracler1za pela variaçâ:o do nivel de lensão para o qual 
' 
ocorrem de~ormações plás~icas duran~e um processo de 
carregamen~o. apresen~a-se como uma das di~iculdades da 
modelagem malemálica da ~eoria da plas~icidade. 
A descrição ma~emá~ica des~e ~enómeno, 
re~erido na li ~era~ura como "work hardening" ou "s~rain 
hardening", e em se ~ra~ando de ma~erial isó~ropo, ~em 
basicamen~e sido ~ei~a segundo um dos modelos: 1) 
endurecimento isótropo; 2) endurecimento cinemá~ico. 
Modelos mis~os, ou seja, que apresen~am as carac~eris~icas 
dos modelos dos i~ens 1 e 2 ~ambém ~êm sido es~abelecidos, 
porém por apresentarem maior complexidade são empregados 
com uma menor frequência. As ~iguras 2. 5 (a), 2. 5 Cb) e 
2.5 Cc), respec~ivamen~e. ilus~ram as formas como são 
idealizadas as superficies de escoamen~o para um ma~erial 
elas~o-pláslico perfei~o. elas~o-plás~ico com endurecimen~o 
isó~ropo e elas~o-pláslico com endurecimen~o cinemá~ico. 
No modelo elas~o-plás~ico perfei~o. Figura 
2.5 Ca), a supeficie de escoamenlo é fixa no espaço das 
~ensões , ~ornado naquela ~i gur a como sendo bi dimensional 
para facilidade de visualização. 
O modelo de endurecimenlo isólropo, Figura 
2.5 Cb), caracteriza-se por uma expansão uni~orme da 
superfície de escoament-o 
cri t..ério de escoament-o 
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segundo 1 ei pré-est..abel eci da. O 
definido pela equação (2. 27) 
expressa est..e modelo de endureciment-o. 
Fin~lment..e , no modelo represent-ado pela 
figura 2. 5 (c) a superfície de escoament-o não muda de 
forma, porém t..ranslac:;la como corpo rigido mant-endo 
inalt-erados sua forma, t-amanho e sua orient-ação dent-ro do 
espaço das t-ensões. 
No caso de mat-eriais anis6t..ropos faz-se 
ainda part-icularment-e mai s dificil o est-abeleciment-o de 
lei s mat..emát..icas que descrevam de forma sat..isfat..6ria o 
comport..ament..o dos mesmos em est-ágio pós-linear . HILL 
(1950) foi um dos primeiros a formular mat..emat..i cament..e o 
comportamento elast..o-plást..ico de mat..eriais anis6t..ropos 
usando como c r i t..ér i o de escoamento uma generalização do 
critério de Huber-Mises para mat..eriais anisót..ropos. HU 
(1956) e JENSEN C1966) estenderam o cri t..ério de Hill de 
forma a considerar o endurecimento do material. Também , 
vários outros modelos numéricos destinados à descrição 
mat..emát..ica do comportamento elast..oplást..ico de mat..eriais 
anis6tropos foram desenvolvi dos CREDDY; CHANDRASHEKHARA, 
1987). Alguns destes t-rabalhos trat..am, especificament..e , do 
comportament..o de mat..eriais laminados reforçados com fibras, 
usando ou não concei t..os de micromecâni ca. Por razões de 
simplicidade, em se t..ratando da análi se de placas e cascas, 
modelos que t..êm como base o critério de Hill ou extensões 
des te critério , ent..re os quais, além de alguns já cit..ados 
·suP. DE ESCOAMENTO FIXA 
F(Ofj) = CONSTANTE 
a-1 
Ca) - Modelo elas~o-plás~ico per~ei~o 
SUP. DE ESCOAMENTO SUBSEQUENTE 
SUP. DE ESCOAMENTO INICIAL 
(b) - Modelo elas~o-plás~ico com endurecimen~o isó~ropo 
F( Ojj ) = CONSTANTE 
~ 
F I<Jij-õjj) :CONSTANTE 
/ 
SUP. DE ESCOAMENTO SUBSEOUENTE 
Cb) - Modelo elas~o-plás~ico com endurecimen~o cinemá~ico 
Figura 2.5- Idealizações da super~icie de escoamen~o para 
di~eren~es modelos 
.. 
no capi~ulo 1, pode-se ainda des~acar os ~rabalhos de WHANG 
C1969) e de SCHELLEKENS; BORST C1989), ~êm sido os mais 
u.~i 1 i zados . 
Nes~e ~rabalho , descreve-se o compor~amen~o 
do ma~erial u~il i zando o mesmo procedimen~o ado~ado por 
• 
FIGUEIRAS; OWEN C 1984) , .o qual consi s~e de uma ext.ensão do 
cri~ério de Hill para ma~eriais com endurecimen~o e que 
par~icularmen~e no caso isó~ropo recai no cri~ério de von 
Mises acrescido de um modelo de endurecime~o isó~ropo . 
Mais especificamen~e será admi~ido que um 
pon~o do ma~er i al escoe quando a ~ensão efe~i va no mesmo 
a~inja o valor da ~ensão de escoamen~o numa direção 
adequadamen~e escolhida . Em função des~a hipó~ese e a 
partir de resultados de testes experimentais são obtidos os 
parâme~ros de aniso~ropia do ma~erial . 
Par a cada 1 âmi na, a c i ~ada direção a ser 
previamen~e escolhida será uma de suas direções principais 
de sime~ria, diga-s'e a direção 1 por exemplo (vide Figura 
2.2). Admi~e-se assim, para cada pon~o plas~ificado, a 




sendo o a ~ensão de escoamen~o da 1 âmi na segundo a 
1 
direção 1. No modelo compu~acional, por razões de 
simplificação, uma lei linear para ~ais funções foi 
admi~ida, conforme mos~rado na figura 2.6. 
H: d <r - dOj 
'"dr = d€ 
p ,, 
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Figura 2.6- Lei de endurecimen~o ado~ada para o ma~erial 
2.7. 4- Parâmetros de Anisotropia 
Os parâmetros de aniso~ropia que figuram nas 
equações C2.32) e (2.34) podem ser de~erminados a~ravés de 
seis diferen~es ~estes experimentais. os quais são : ~rês 
~es~es de tração simples em corpos de prova re~irados da 
lâmina solici ~ados segundo as direções principais 1 e 2 e 
segundo uma ou~ra direção qualquer contida no plano 12. ~al 
como por exemplo inclinada de 45° em relação a estes eixos 
e 3 ~es~es de cisalhamen~o simples nos planos 12. 13 e 23. 
Ressal ~a -se aqui que a 1 e i de escoamen~o 
ado~ada pressupõe que o material apresen~e tensões de 
escoamento iguais à ~ração e à compressão. Com os valores 
das ~ensões de escoamen~o de tais tes~es e com a expressão 
da lei de escoamen~o ado~ada . os diferentes parâmetros são 
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obtidos con~orme abaixo descrito. 
Considere-se por exemplo a obtenção dos 
parâmetros de anisotropia iniciais, antes que o malerial 
lenha so~rido qualq~er endurecimento. 
Eslabel ecendo-se a prior i que um ponlo da 
lâmina escoe quando a · ;lensão e~etiva no mesmo atinge o 
valor da tensão de escoamenlo inicial o • correspondente à 
10 
direção 1 . e usando na expressão C2. 32) os resul lados do 
leste de lração naquela direção, oblém-se 
(2. 39) 
e de ~orma semelhanle são também determinados os parâmetros 
o 
a = Co /o ) 2 
zo 10 20 
a = Co /T )2 3 10 120 
a = Co /T )2 
40 10 130 
a = Co /T ) 2 
~o 10 230 
par â melro a é 
120 
(2. 40) 
obtido a parlir dos 
resultados do leste do espécime solicitado segundo uma 
direção inclinada e = 45° com relação às direções 1 e 2 
con~orme mostrado na Figura 2.7. Chamando de o a lensão 
4~0 
de escoamenlo correspondenle a lal direção, lem-se 
e 
O' = O' 
tt 650 




O' = O' sen 46 cos 46° 
tz 650 
o =o =O 
13 23 
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Subs~i~uindo es~as componen~es de ~ensão na 
equação C2.32), resul~a 
a = 2 C o /o ) z 
.lZO tO 650 




Para um material com endurecimento estes 
parâmetros variam ao longo da análise incrementai como 
função que são de suas tensões de escoamen~o atualizadas. 
o-g. ....-- - <reo ..- --- ---- ---- - . - -::......... -- --- --'i- -- --
<7j 
Figura 2.7- Teste para obtenção do parâmetro a 
12 
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2.7.5- Dedução da Relação Constitutiva Elasto-Plástica da 
Lâmina Re~erida ~ Eixos Locais 
O critério de escoamento adotado será 
expresso em ~unção das componentes de tensão atuantes 
segundo às direções dos ~ixos locais da lâmina 
C2. 42) 
sendo que em forma explicita FCo') é obtida com o 
desenvolvimento da expressão 
FC o' ) = o = C {o' ) T ( A' J {o' ) ) 1 / 2 C2. 43) 
A de~ormação e~eti va &P. por sua vez. será 
definida em função do trabalho plástico W realizado pelas 
p 
tensões atuantes no ponto sob suas respectivas deformações 





na qual vetor contendo os incrementos das 
de~ormações plásticas referido as direcões locais. é dado 
por 



















O incremento da deformação plástica efetiva 
é obtido a partir da relação 
C2. 49) 
e a deformação plástica efetiva total por 
C2. 50) 
Desenvolvendo a equação C2. 45) através da 
substituição das componentes de tensão segundo direções 
locais assim como das respectivas componentes de deformação 
plásticas obtidas das equações C2.47) e C2. 49), res ulta 
(2. 51) 
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e conclui-se, comparando as equações C2.49) e (2.51), que 
(2. 52) 
Assume-se na ~eoria da plas~icidade, com 
base na hipó.~ese de ser~m pequenas as def'ormações, que os 
incremen~os de deformações ~o~ais consis~em da soma de 
parcelas elás~icas e plás~icas, na f'orma 
(2.53) 
ou ainda 
{de') = [C'J- 1{do') + dÃ {s') (2. 54) 
da qual em forma inversa pode-se ob~er 
{do') = [C 'J {de') - dÃ [C'J {s') (2. 55) 
Desde que a condição de consis~ência é dada 
por 
df = {s')T {do') + C2. 56) 
a par~ir da expressão da função f, pela qual Y = o, e da 
hipó~ese que Y pode ser expressa como f'unção unicamen~e da 
deformação plás~ica efe~iva 
C2.56) na forma 
-p 
e ' pode-se escrever a equação 
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{ s ' ) T {da' ) - C2. 57) 
ou, ainda mais simplesmen~e. 
(2. 58) 
na qual H C ~angen~e à curva ~ensão ef'e~i va x def'ormação 
p 
plás~ica ef'e~iva) é um parâme~ro de endurecimen~o do 
ma ~e r i al , o qual , par a f' i ns pr á ~i c os é ob~i do da equação 
(2. 38). 
Usando a relação (2. 52), a equação de 
consis~ência resul~a 
{s')T {da') -H dÃ =O 
p 
Subs~i~uindo os incremen~os 
dados pela equação C2.55) nes~a úl~ima, ~em-se 
dÃ = 1 





Pela subs~i ~uição de dÃ, dado pela equação 
C2.60), na equaçãoC2.52), ob~ém-se a relação cons~i~u~iva 
incremen~al elas~o-plás~ica requerida 
da • = [ C ' ] <e ' ) (2. 61) 
ep 
sendo a matriz consliuliva elaslo-pláslica dada por 





3 . FORMULAÇÃO INCREHENTAL LAGRANGEANA TOTAL DA EQUAÇÃO 
DO MOVI HENTO DE UH ELEMENTO FINITO 
' 3 . 1 -INTRODUÇÃO 
Di.f'erent.es .f'ormulações increment.ais do 
Mét.odo dos Element.os Finit.os t.êm sido est.abelecidas para a 
solução de problemas não lineares da Mecânica Est.rut.ural. 
Di.f'erenças ent.re est.as .f'ormulações podem ser 
assim sit.uadas: a) relat.ivas aos modelos de element.os 
finit.os empregados; b) proporcionadas pela nat.ureza dos 
efeitos não lineares que consideram e pela forma como estes 
efeitos são tratados. 
Quant.o ao i t.em ª-• t.êm- se bem est.abel eci dos 
modelos em deslocamentos, modelos em forças ou em 
equi 11 br i o, modelos mistos e h1bridos, os quais são 
deduzidos a part.ir de .f'or mas increment.ais de diferentes 
pr i nc1 pios var i acionais da mecânica dos sólidos, sendo o 
primeiro destes modelos ainda o mais utilizado. 
Quant.o ao 1 t.em Q., sabe-se que t.ai s e.f'ei t.os 
não lineares podem ser ditos geomét.ricos , quando t.êm por 
causa a in.f'luência da mudança de geomet.ria so.f'rida por um 
corpo quando sol i c i t.ado por ações mecânicas ou de ou,t.r a 
. nat.ureza, e .f'1sicos, quando devidos ao comport.ament.o 
const.it.utivo não linear do material. 
Com base na consideração de um dos tipos de 
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efei~os ci~ados ou de ambos. as formulações s~o di~as: n~o 
1 inear geomé~rica. não linear fisica ou linear 
geomé~rica ~ fisica. 
Numa· formulação linear admi~e-se que os 
deslocamen~os e deformações sofridos pelo corpo sGjam 
infini~esimais, que a r~lação cons~i~u~iva do ma~erial seja 
linear e que suas condições de con~orno permaneçam 
inalteradas, sob efeito das ações externas aplicadas. Isto 
implica em se poder admi~ir que a mudança de geome~ria da 
es~rutura é desprezi vel para efei ~o da avaliação da sua 
rigidez, e como consequência na obtenção dos deslocamen~os, 
deformações e ~ensões. De ~ais hipó~eses uma relação linear 
en~re causa e efei~o é obtida. 
Numa formulação não linear geomé~rica, a 
impor~ãncia da mudança de geome~ria sof'rida pelo corpo é 
f'undamental. Também se f'az impor~ante distinguir o ~ipo ou 
grau de não linearidade envolvido no problema que se deseja 
tra~ar, o qual em geral se enquadra numa das categorias: a) 
grandes deslocamen~os, ro~ações e def'ormações ~ b) grandes 
deslocamentos, modera das ou grandes rotações e pequenas 
def'ormações. 
No estabelecime nto de uma f'ormulação não 
linear geométrica geral, se f'az necessário considerar o 
movimento do corpo em relação a um sis~ema de eixos 
ref'erencial, com o objetivo ·de determinar as conf'igurações 
por ele assumidas para dif'erentes tempos e cargas, desde 
uma configuração inicial C corresponden~e ao tempo t=O a~é 
o 
uma conf'iguração f'inal que se deseje ob~er num ~empo, 
. ~ 
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diga-se por exemplo, ~=t. 
Nes~e procedimen~o de discre~ização no ~empo 
(real , se as variáveis envolvi das dependem expl i c i ~amen~e 
do ~empo ou f i c~i c i ·a no caso con~r á r i o) , assume-se em cada 
ins~an~e genérico ~ que ~odas as variáveis do problema são 
conhecidas e são requej-idos os valores des~as variáveis 
referen~es ao ~empo ~+.6~. Assim diferen~es configurações 
vão sendo ob~idas sucessivamen~e eco. cât' . .... • cl. ct+ât' 
C-). 
t 
Es~e ~ipo de descrição do movimen~o de um 
corpo é referido na mecânica do con~inuo como descrição 
Lagrangeana, ou descrição ma~erial, e difere da descrição 
Euleriana, mais apropriada para o es~udo de problemas da 
Mecânica dos Fluidos, ~ambém referida como descrição 
espacial. Nes~a úl~ima descrição, ~oma-se fixo um volume de 
con~rol e e es~uda-se o movimen~o de par~iculas que passam 
a~ravés dele. Mais de~alhes sobre os ~ipos de descrição 
ci~ados e outros exis~entes, podem ser obtidos em CMALVERN, 
1969). 
Na descrição Lagrangeana ~odas as grandezas 
são referidas a uma configuração pré-estabelecida, que pode 
ser a configuração inicial ou outra conhecida. Têm sido 
então mui~o usadas as descrições Lagrangeana Total e 
Lagrangeana A~ualizada. Enquanto que na primeira todas as 
grandezas são referidas à configuração inicial do corpo, na 
última adota-se como referência a última configuração 
obtida Cou seja , que antecede aquela a ser determinada). 
A partir da adoção de uma destas d~scrições 
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são ob~idas as formulações Lagrangeana To~al e Lagrangeana 
A~ualizada, as quais mos~ram-se igualmen~e apropriadas para 
o ~ipo de pr6blema não linear · a ser ~ra~ado nes~e ~rabalho : 
análise não linear 'geomé~rica e fisica de cascas laminadas 
anisó~ropas, considerando-se grandes os deslocamen~os e as 
ro~ações, e pequenas as ;def'ormações. 
Uma apresen~ação de mo~ivos que possa 
jus~ificar a escolha en~re uma ou ou~ra formulação pode ser 
encon~rada, por exemplo, em BATHE C1982). Nes~a mesma 
referência for~e razão é ci~ada para que se dê preferência, 
no problema em ques~ão, à formulação Lagrangeana To~al. 
Tra~a-se que em problemas cujas deformações são pequenas, a 
não linearidade fisica pode ser ~ra~ada numa formulação 
Lagrangeana To~al em forma idên~ica a u~ilizada nos 
problemas de deslocamen~os e deformações infini~esimais. 
Pelas considerações fei ~as acima é que uma 
formulação incremen~al Lagrangeana To~al e um modelo de 
elemen~os fini ~os em deslocamen~os são empregados nes~e 
~rabalho. Assim, com base nes~a formulação, a equação não 
linear do movimen~o de um elemen~o fini~o é deduzida nes~e 
capi ~ulo. 
3. 2 - EQUAÇÃO INCREMENTAL LAGRANGEANA TOTAL DO MOVIMENTO DE 
UM ELEMENTO FINITO 
3.2.1 -Principiá dos Deslocamen~os Vir~uais 
Considere-se na figura 3 . 1 ~rês diferen~es 
ESCOLA De ENGENHAIUA 
BIBLIOTE C A 
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configurações assumidas por um corpo em movimen~o. duran~e 
o qual pode este sofrer grandes de! ocamentos. rotações e 
deformações~ referido a um ' sistema fixo de coordenadas 
cartesianas x • x e x . Naquela figura. tem-se o corpo 
1 2 3 
represen~ado em sua configuração inicial c . o e em 
sucessivas configuraçõ~s corresponden~es aos ~empos ~ e 
a priori 
O equilibrio do corpo na configuração C A • 
t -t-ul 
desconhecida. pode ser expresso através do 




T. . = Componentes cartesianas do tensor de Cauchy no 
\. J 
~empo t+Ã~ (forças internas por unidade de área 
na configuração C A ) 
l-t-ul 
t+Ãteij =Componentes cartesianas do tensor de deformações 
infinitesimais correspondentes aos deslocamentos 
onde 
u . ocorridos entre as configurações dos tempos t 
\. 
e ~+Ãt. referidas à configuraç~o C A • e que são 
l-t-ul 
dadas por 
a u . 





Figura 3_1 - Movimen~o de um con~inuo re~erido a um 
sis~ema de eixos car~esiano 
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l+.àl x . = Component.es c ar t.esi anas de um pont.o qual quer do 
\. 




6 6 c \. t+.àt eij = 2 ,+ . al+blx 
j 












a 6u . 
+ J 
..,.t + bl 
v X . 
) (3. 3) 
\. 
t +.àl e R expressa o t.rabalho realizado pelas cargas ext.ernas 
at.uant.es sobre o corpo quando est.e é submet.ido a 
deslocament.os virt.uais 6u.no t.empo t.+.àt.. Chamando de l+.àt/~ 
\. \. 
t+ât s 
e f . • respect.ivament.e. as component.es segundo à direção 
\. 
x. das ~orças de volume e de super~icie at.uant.es sobre 
I. 
corpo , o t.rabalho virt.ual ext.erno t+.àtR pode ser expresso 
por 
t+.àtR = f t+.àt/B 6 u t+.àt dV + t+.àt. \. i f l+bl !S: 6 t+.àt dS t+.àt " ui 
v s 
(3. 4) 
O ~at.o de que a con~iguração re~erent.e ao 
t.empo t.+ll.t. é desconhecida, a priori. impõe a necessidade de 
reescrever a equação C3. 1) em uma ~orma, na qual as 
grandezas envolvidas sejam re~eridas à uma con~iguração 
conheci da. par a que uma solução do problema não 1 i near 
possa ser obt.ida. Como subst.it.ut.os do t.ensor de t.ensão de 
Cauchy e do t.ensor de de~ormaç.ões i n~i ni t.esi mais, naquela 
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equaçSo. medidas apropriadas de ~ensSo • de de~ormaçSo sSo 
requer i das. 
Usando uma descrição Lagrangeana To~al o 
principio dos deslocamen~os vir~uais pode ser expresso em 
função dos energe~icamen~e conjugados segundo ~ensor ~ensão 
de Piola-Kirchhoff e ~eósor deformação de Green-Lagrange 
CBATHE. 1982), ambos referidos à configuração assumida pelo 
corpo no ~empo O 
C3. 5) 
As componen~es car~esianas do segundo 
~ensor ~ensão de Piola-Kirchhoff no ~empo ~. re~eridas à 
configuração inicial c . 
o 
relacionam-se com as componen~es 
car~esianas do ~ensor de Cauchy por 
sendo 
l 






l r,s = 















e a relação en~re as massas especificas do corpo nos ~empos 
O e ~ C0 p / lp) dada por 
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o o o 
X X X 
t •• s t 1,2 t •• s 
o 
p o c o = det.' · tx2,s X X t t 2,2 t 2,8 C3. 8) 
P: 
o c o 
X X X 
t s.s t 8,2 t 8,8 
As component.es cart.esianas do t.ensor 
derormação de Green-Lagrange no t.empo t.. rereridas. à 
conriguração inicial C • são derinidas por 
o 
t 
& . . = 
o l.J 
1 t 
-i;-< u. . + .:;;., o \.. J 
t 
u .. + o J. \. 
t 
ulc . o • \. 
l 
ulc .) o • J 
C3. 9) 
Os t.ensores de t.ensão e de derormação acima 
derinidos apresent.am as import.ant.es caract.erist.icas de 
serem simét.ricos e invariant.es sob moviment.o de corpo 
rigido. A conveniência do emprego dos mesmos na solução do 
t.ipo de problema não linear a ser considerado nest.e 
t.rabalho encont.ra-se discut.ida com det.alhes em BATI-IE et. 
al. C1975) ou em BATI-IE C1982). 
3.2.2- Equação Increment.al do Moviment.o de Ym Cont.inuo 
A equação C3.5) será agora convenient.ement.e 
desenvolvida com a rinalidade de obt.er a equação 
increment.al do moviment.o de um cont.inuo em uma rorma 
aproximada. Na mesma. o_ t.rabalho ext.erno t+.ó.tR deverá ser 
avaliado em runção de grandezas crorças de volume e de 
superricie) rereridas à conriguração do corpo no t.empo O 
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t+.A.t R = f o t+.A.~~ 6ui o dV + f o t+.A.~~ 6ui o dS 
v s 
(3.10) 
no caso da anãlise dinAmica a cont.ribuiç.ão das f'orças de 
inércia a ser incluida no lado direit-o da equaç~o C3. 6) é 
dada por 
r 0 t+.A.ttl 6u. 0 dV 
Jo P i " 
(3. 11) 
v 
Uma vez que 'também são desconhecidas as 
component-es de 'tensão de Piola-Kirchhoff e de deformação de 
Green-Lagrange correspondent-es à configuração do corpo no 
'tempo 't+.A.t,, est-as são decompost-as na forma 
t+.A.ts t S .. (3.12) = S .. + o ij o I.J o 1.J 
t+.A.t t (3.13) & . . = & . . + & . . o I.J o I.J o I.J 
ou seja, como a soma dos valores dest-as component-es de 
'tens~o ou de deformação correspondent-es à configuração do 
'tempo t, e de seus respect-ivos increment-os ocorridos ent-re 
os 'tempos t, e t-+.6.-t. Usando a equação C3.13). a definição 
das component-es do 'tensor deformação de Green-Lagrange dada 
t+.Ó.t t 
pela equação C3.9), e a relação u = u.+ u .• na qual u. 
i I. 1. I. 
designa a component-e segundo a direção i do increment-o de 
deslocament-o ocorrido em um pont-o ent-re os 'tempos t, e t-+.6.-t, 
obt-ém-se 
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e . . = e. . + o 'I) • J. o l.J o l.J ~ 
(3.14) 
çnde e .. . represent.a uma part.e linear do increment.o 
o l.J 
de deformação O&i.j dada por 
1 t t u .) 
oei.j '= ~u .. + u .. + uk . uk . + u . .o ". J o, J • " o • " o •J o k,'l. o k,J 
(3.15) 
e 'I) .. represent.a a part.e não linear do mesmo increment.o 
" J 
(3.16) 
Durant.e os deslocament.os sofridos pelo corpo 
ent.re os t.empos t. e t.+ât.. t.em-se já conhecidas as 
component.es de deformação t & . .• 
o l.J 
sendo port.ant.o válida a 
igualdade 
ôt+ât & . . = 6 & . . 
o l.J o 'I.J 
(3.17) 
A relação const.it.ut.iva elást.ica em t.ermos de 
i ncr ement.os das component.es do segundo t.ensor t.ensão de 
Piola-Kirchhoff e dos increment.os das component.es do t.ensor 
deformação de Green-Lagrange é dada por 
S .. = C.. e 
o '-J o l.Jrs o rs 
(3.18) 
Subst.it.uindo as equações C3.12), C3.13). 
(3.14), (3.17) e C3.18) na equação C3.5) result.a a equação 
não linear de equilíbrio 
.. 
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f o c .. 6 odV f o 
l 
6 odV t+.àtR & & . . + S .. n .. = 





o (3.19) S .. e .. dV 
v o I.J o I.J 
Uma linaar!zação das~a equação poda ser 
< 





6 & . .. - 6 e . .• an~ão 
o I.J o I.J 
o 
6 e .. dV o I.J 
= t +.àt R 
(3. 20) 
Na análise dinâmica incluam-se nas~a equação 
a con~ribuição das :forças da inércia. ob~ando-sa assim a 
equação incramen~al do movimen~o do corpo no ~empo ~+.à~ em 
:forma aproximada 
I. l o S .. 6 n. . dV o o I.J o I..J v 
6 e . . 0 dV + 
o I.J 
= t+.àtR - ro otS .. 6oe .. odV 
J, v I. J I. J 
(3. 21) 
3.2.3- Equação Incremen~al do Movimen~o de Ym Elemen~o 
Fini~o 
Usando os procedimen~os usuais da uma 
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~ormulação em deslocamen~os do mé~odo dos elemen~os 
~ini ~os, ou seja, subs~i ~uindo-se na equação C3. 21) as 
grandezas cihemá~icas devidamen~e expressas como ~unção dos 
incremen~os dos deslocamen~os nodais da es~ru~ura, e 
rearranjando es~a em ~orma ma~ricial. resul ~a a equação 
incremeri~al do movimen~o do elemen~o ~ini~o 
< 
(3. 22) 
na qual <Ue} é o ve~or de i ncremen~os de desl ocamen~os 
nodais do elemen~o. t+ât<Oe} é o ve~or de acelerações 
nodais corresponden~es ao ~empo ~+â~, t [ K J 
O L 
e te K J 
O NL 
são, respec~ivamen~e. a ma~riz de massa. a ma~riz de 
rigidez linear e a ma~riz de rigidez não linear do 
elemen~o. e ainda, t+ât{R} consis~e no ve~or de cargas 
nodais equi valen~es às cargas ext.ernas e t{F} é o ve~or de o 
cargas nodais equi val en~es às ~ensões a~uan~es no ~empo ~ 
sobre o elemen~o. e que são ob~idos pelas expressões 
l [ K J = f o t [ B l T [Cl l C B l odV C3. 23) o L o L o o L 
v 
t CK ] = f o t CB ]T t [ SJ l [ B ] odV C3. 24) o NL o NL o o NL 
v 
t [ MJ = f o t [NJ T t [ NJ odV C3. 25) o op 
v 
t{F} = f o t [ B ] T l{$) odV C3. 26) o o L o 
v 
.. 




t. [ B J são 
O NL 
ma'lrizes de!'ormação x deslocamen'lo linear e não linear, 
[CJ 
o 
é a ma'lriz cons'li'lu'liva' incremen'lal, t.[SJ o e são 
uma ma'lriz e um ve'lor con'lendo componen'les do segundo 
'lensor 'lensão de Piola-Kirchho!'!' e "rNJ é uma ma'lriz de 
in'lerpol·ação dos increm~n'los de deslocamen'los. Todas es'las 
ma'lrizes correspondem à. con!'iguração no 'lempo t, e es'lão 
re!'eridas à.s coordenadas globais no 'lempo O. Mais de'lalhes 
sobre as mesmas são dados no capi'lulo 4 ou em BATHE C1988). 
.. 
72 
4-. FORMULAÇXO NXO LINEAR DO ELEMENTO FINITO 
4. 1 INTRODUÇÃO 
Nes~e capi~ulo são es~abelecidas as relações 
fundamen~ais para a implemen~ação compu~acional do modelo 
não linear do elemen~o fini~o ~ridimensional degenerado. 
As hip6~eses básicas ado~adas no modelo 
permi ~em que o elemen~o apresen~e grandes deslocamen~os e 
ro~ações, mas consideram que as deformações ~o~ais do 
elemen~o e que os incremen~os de ro~ação corresponden~es a 
cada passo incremen~al da análise sejam pequenos. 
4.8- DESCRIÇÃO DO ELEMENTO 
4.8.1 - Geome~ria 
O elemen~o represen~ado na Figura 4.1 Ca) 
encon~ra-se referido a um sis~ema de eixos car~esianos x , 
i 
x e x (eixos globais da es~ru~ura) e sobre sua superfície z 3 
média coordenadas curvilineas normalizadas c~. n e {) são 
definidas. 
As coordenadas I. X. 
~ 
C i =1. a. 3) de um pon~o· 
qualquer do elemen~o em uma configuração corresponden~e a 










n - número de nós do elemen~o 
t. k x•.- coordenadas globais do nó k no ~empo t. 
\, . . 
< 
hk espessura do elemen~o no nó k 
t. k e
9
i- componen~e segundo a direção xi do ve~or uni~ário 
t.é:, o qual é perpendicular à superf'icie média do 
elemen~o no nó k e no ~empo ~ 
..+" k C {, ~) - !'unção de i n~erpol ação do nó k 





sendo nes~a v def'inido pelo produ~o ve~orial de ve~ores 
3 
~angen~es à superf'icie média do elemen~o no pon~o cek. ~k. 









~ i 2 8 v = c i + j + k ) C4. 4) 








~ i 2 9 v = c i + j + k ) C4. 6) 
2 ~ ~ ~ 
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Para os ~empos subsequen~es o ve~or lêk vai 
3 
sendo ob~ido incremen~almen~e (vide equação 4.10). 
Tem-se ainda a espessura ~o~al do elemen~o. 
h, ou de uma lâmina, hl, em um pon~o qualquer dos mesmos, 
dadas por 
n n 
' n = E .K k c ~ • n) hk ht = E .Kk c~· 77) htk (4. 6) 
k=j_ k=j_ 
4.2.2- Campo de Deslocamen~os 
o campo de deslocamen~os do elemen~o 
~ridimensional degenerado é ob~ido a par~ir da imposição 
das res~rições abaixo ci~adas, sobre o campo de 
deslocamen~os e def'ormações dos elemen~os isoparamé~ricos 
~ridimensionais: (1) linhas re~as normais à superf'icie 
média em sua conf'iguração inicial permanecem re~as, porém 
não necessariamen~e normais à es~a superf'icie, após a 
def'ormação; (2) as componen~es de def'ormação normais 
~ransversais são desprezadas. 
Assumindo as hipó~eses acima ref'eridas 
resul~a possivel def'inir o campo de deslocamen~os do 
elemen~o. ado~ando como graus de liberdade em cada nó, ~res 







duas ro~ações da normal à superf'icie média (direção x'), no 
3 
nó, em ~orno de eixos or ~ogonai s en~re si e ~angen~es à 




As ci~adas direções, 
x', x' ex', cons~i~uem um sis~ema de eixos locais ob~ido 
j_ 2 3 
como abaixo descri~o. 
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Sejam and vet-ores unit.á.rios 
que de:finem as direções de um sist-ema de eixos locais 
. ·t 
x' x' e x·. sobre cada nó' k do element-o. most-rados na 
:l. 2 9 
Figura 4. 1 (b). 
: l k O vet.or é • normal à super:ffcie média, já. 
' 9 
foi de:finido ant-eriorment-e e os demais. t.angent.es àquela 
super:ficie, são est.abel~cidos por 
V X t.ék 
2 9 




sendo V um vet-or unit.á.rio sobre o eixo global x . 
2 2 
Os deslocament-os de um pont-o qualquer do 
element-o no t-empo t. e os increment-os de deslocament-os que 














0 =~$c~ ) [tu~ + ( h Ct.ek. 










Designando por ek and ek. os increment-os de 
:l 2 





C a) - Geome'lr i a 
, " x• x3 ; u5 z 
-'x · uk 
z' 2 
Cb) 
'x · U11 
11 1 
- Campo de deslocament-os 
Figura 4.1 -Element-o ~ini'lo de nove nós em um 'lempo 'l 
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cor r espondent.es à cada passo i ncr ement.al da aná.l i ao, em 
t.orno dos eixos locais definidos pelos vet.ores ték e 
2 
respect.ivament.e, e admit.indo que sejam pequenos est.es 
increment-os de rot.a~ão, pode-se escrever 
(4.10) 
Subst.i t.uindo a equação C4.10) na equação 
C4.9) result.a 
(4.11) 
a qual pode ser escrit.a na forma mat.ricial 
{u) = {u , u , u ) T = t [ Nl {U) 
3xt 1 2 3 3x!!lin !!linx 1 
C4.12) 
onde 
{U) T = {{U )T T T T (4.13) <U ) ..... <U ) •.••••• <U ) ) 
1 2 k T'l 
<U )T= <Uk ux ux ek 8)c) (4.14) 
k 1 2 3 1 2 
t [ NJ [ t. [ N ] t [ N ] t t ] ] = •.... [ Nk l .....•• [ N (4.15) 









.Kk o o ( hk 
t. I( 
(hk z e z e f. f. 2f. 
. t. CN l 
. ' '.Kk t. k .Kk t. k = o .Kk o ( hk e (hk e k z f-2 z 22 
o O· .Kk 
.Kk 
( hk 
t. k .Kk 
(hk 
t. k 
z e z e f. !I 29 
(4.16) 
e nes~a ól~ima equação 
4.3- RELAÇõES FUNDAMENTAIS 
Para se ob~er as ma~rizes re~eridas nas 
expressões (3. Z3 a 3. Z6) a par~ir do desenvolvimen~o da 
equação C3.Z1), se ~az necessário de~erminar as expressões 
das derivadas car~esianas dos deslocamen~os e dos 
incremen~os de deslocamen~os em ~ermos dos incremen~os de 
deslocamen~os nodais do elemen~o. 
Sendo os deslocamen~os ~o~ais e seus 
respec~ivos incremen~os expressos em runção das coordenadas 













iJ U9 -- -- ar ~ ar o . c 8CX1 8X1 8 X1: 
l l l l l l 
8 Ui . 8 U2 8ua o[ Jl-i iJ Ui iJ U2 8 U9 -- = ar) ar) ih} 












8 us -- a{ a{ 8( 
8°73 i!íoxa iJoxa 
C4.17) 
na qual a matriz Jacobiana é dada por 
ÔOX1 ÔOX2 i!íoxa 
~ ar ii{ 
o[JJ ÔOX1 ÔOX2 8°xa c 4. 19) = ar) ar) ar) 
ÔOX1 80X2 8°xa 
ii{ a{ a{ 
e de f'orma semelhante são determinadas as derivadas dos 
incrementos de deslocamentos Ci!íu./i!í0 x.). As derivadas dos 
\. J 
deslocamentos totais e dos incrementos de deslocamentos com 
relação as coordenadas curvilineas são obtidas das equações 
C 4. 9) e C 4. 11 ) . 
Substituindo as derivadas c artesianas acima 
ref'eridas e a relação C4.12) na equação C3.21), as 
requeridas matrizes são obtidas. 






o it 3 
ei.métri.ca. 
t. [SJ = t.s [Il t.s [Il o o 12 3; ·22 3 
t.s [Il t.s [Il t.s 
o 13 3 o 23 3 o 33 





A matriz t [B l O NL , daquela mesma equação. 
relaciona as derivadas cartesianas dos incrementos de 
deslocamentos com os deslocamentos nodais do elemento 
onde <u.> = 
o 
{ u u u 
o i,t O 2,1 O 3,1 
u u u u 
O 1,2 O 2,2 o 3,2 o 1,3 
e pode ser obtida pelo produto das matrizes 





U U )T 
o 2,3 o 3,3 
(4. 21) 
sendo [H] uma matriz de operadores diferenciais. tal que 
o 
sua transposta é dada por 
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" o o " o o " o o 80X1 80X2 IJoxs 
o " o o " o o " o 80X1 80X2. IJoxs 
o o 8, o o " o o " 
80X1 IJOX2 8°x3 
(4. 22) 
A par'lir da equação (3.15) ob'lém-se o ve'lor 
de increment-os de def'ormações lineares. em coordenadas 
globais. {e} C {e}T = < e e e 2 e 2 e o o o 11 o 22 o 33 o 12 o 13 2 e }) o 23 
expresso por 
{e} = t [GJ <u.> 
o o 
sendo 
l o o l 1+ u u 
o 1,1 o 1,2 
l o o l u 1+ u 
o 2,1 o 2,2 
l o o l u u 
o 3,1 o 3,2 
o l o l u 1+ u 
o 1,2 o 1,1 
o l o l 1+ u u o 2,2 o 2,1 
o l o l u u o 3,2 o 3,1 
o o l o u o 1,3 
o o l o u o 2,3 
o o 1+tu o o 3,3 
l 
u o 1,3 
l 
u o 2,3 
l 





1+ u o 1,1 
l 
u o 2,1 
l 






















u o 9,2 




A mat.riz por sua vez, 
vet.or de increment.os de deformações 1 i near es 
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relaciona o 
<e> o com o 
-~ e 
vet.or de deslocament.os nodais do element.o <U ) pela equação 
(4. 24) 
podendo, assim, ser obt.ida a part.ir das equações (4. 20), 
(4.21) e (4.23), como sendo 
(4. 25) 
Sendo cada element.o const.it.uido por lâminas 
de diferent.es mat.eriais, as int.egrais das equações (3.23) a 
(3. 26) são desenvolvidas numa soma de int.egrais sobre o 
volume de cada uma das lâminas. A resolução dest.as 
int.egrais at.ravés do emprego das fórmulas de quadrat.ura de 
Gauss faz necessário uma mudança de variável de { para {l' 
t.al que est.a úl t.i ma varie ent.r e -1 e 1 ao 1 ongo da 
espessura de cada lâmina. Numerando-se as lâminas da face 
inferior Cou int.erna) da casca, (=-1, para a face superior 
Cou ext.erna), (=1, para cada lâmina la correspondent.e lei 
de t.ransformação é dada por 
l 
ç = -1 + [ 2 E h t - h lc 1 -( l) 1 / h 
l=i 
A mat.riz [CJ da equação (3.23), para cada 
1 âmi na é obt.i da a par t.i r da ma t.r i z const.i t. ut.i va [ C' l da 




e x' 9. definidas da 
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mesma forma que às direções locais est.abelecidas sobre os 
nós do element.o ou t.ambém como descrit.o no capit.ulo 2. Em 
relação a est.e sist.ema de eixos locais é que são definidas 
as direções principais de cada lâmina do element.o, de forma 
que a mat.riz [C'J possa ser obt.ida da equação (2.24). 
Assim a mat.riz de rigidez elâst.ica l[K l do 
' O L 
element.o é obt.ida da int.egral 
nl i i i 
t. [K ] = E J' J' J' l[B'JT r c· J t. [ B' J p 1 c ht /h) d{ dnd( t o L o L o o L 
l=l - -i -i 
(4. 26) 
sendo nl o número t.ot.al de lâminas. 
Na análise elast.o-plást.ica est.a expressão é 
modificada soment.e pela subst.it.uição da mat.riz const.it.ut.iva 
elást.ica pela correspondent.e mat.riz const.it.ut.iva elast.o-
plást.ica para cada pont.o plast.ificado do element.o. 
4.4- ENRIJECEDORES EXCÊNTRICOS 
Os enrijecedores são assumidos como vigas 
laminadas de seção t.ransversal ret..angular. modeladas com 
element.os t.ridimensionais degenerados ret.angulares de seis 
nós. 
Cada element.o é conect.ado à casca ou placa 
a t.r a vés de nós vi r t. uai s , os quais são defini dos sobre uma 
superficie que apresent.a uma excent.ricidade ( em relação à 
superficie média do element.o. t.al como most.rado na Figura 
4.2. Assim, para cada nó real do element.o exist.e um 
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corresponden~e nó vir~ual com as mesmas coordenadas { e ~-
As coordenadas de um pon~o qualquer do 
elemen~o podem ser ob~idas por 
n 
tx'- = }:...rkc{ .~)[ tx~ + ~ hkct; - () te:'-l (4. 27) 
k=:l 
l-k onde x. são as coordenadas globais do nó vir~ual k. 
I. 
Para levar em consideração a excen~ricidade 
dos elemen~os enrijecedores são realizadas as seguin~es 
~rans~ormações de coordenadas: 
a) O ve~or de deslocamen~os {U8 } corresponden~e aos nós 
reais do elemen~o é ob~ido do ve~or de deslocamen~os <Ü8 } 
corresponden~e aos nós vir~uais por 
nós virtuo is 
sup. médio do 
enrijecedor 
(4. 28) 
Figura 4.3- Nós vir~uais de um enrijecedor excên~rico 
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sendo [TJ uma ma~riz ~ransformação que pode ser deduzida da 
equação C4.11) e das relações ek 
i. 
~em a forma 
[ T J [ OJ 
1 
[ OJ [T J 
2 
[ T J = 
[ OJ [0) 
[ OJ [0) 
= e~ c i =1 • 2) . Es~a ma~riz 
\. 
[ OJ [0) 
[0) [0) 
C4. 29) 
[ Tk J [ OJ 
[ OJ [ T J 
n 
sendo [ T k J uma ma~riz que relaciona os deslocamen~os dos 
nós real e vir~ual k c <Uk} = [Tk J <Dk>) • a qual é dada por 
k - k 1 o o - { h e { h e 
2 11 2 21 
o 1 o - t: h k { h k e e 
2 12 2 22 
[ Tk J o o 1 t: h k { h k = e e 
2 13 2 23 
o o o 1 o 
o o o o 1 
C4. 30) 
b) O ve~or de forças a~uan~es sobre os nós vir~uais do 
elemen~o é ob~ido do corresponden~e ve~or de forças 
a~uan~es em seus nós reais por 
C4. 31) 
c) A ma~riz de rigidez do elemen~o referida às coordenadas 
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da es~ru~ura, de~inidas sobre os nós vir~uais do elemen~o. 
é calculada usando a relação 
(4. 32) 
Devido ;a esparsidade da ma~riz [TJ, as 
relações (4.28), C4.31) e C4.32) são ~acilmen~e calculadas. 
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6. PROCEDIMENTOS ~RICOS 
5. 1 INTRODUÇÃO 
No presen~e capi~ulo são. primeiramen~e. 
descri~os os procedimen~os numéricos u~ilizados nes~e 
~rabalho para a solução das equações não lineares de 
equilibrio es~á~ico ou dinâmico. 
Na análise es~á~ica. a solução das equações 
de equilibrio é ob~ida a~ravés do mé~odo de Newlon-Raphson 
Cem sua :forma padrão ou modi:ficada). ou al ~erna~i vamen~e. 
u~ilizando-se o mé~odo do con~role por deslocamen~os 
generalizados C MCDG) • Es~e úl~imo mé~odo é usado aqui 
especialmen~e como :ferramen~a de es~udo do compor~amen~o de 
es~ru~uras p6s carga limi~e. 
No caso da análise di nãmi c a. as equações 
di:ferenciais não lineares do movimen~o são discre~izadas no 
~empo usando o mé~odo de in~egração dire~a de Newmark. As 
equações algébricas assim ob~i das são resolvi das :fazendo 
uso das ~écnicas incremen~ais/i~era~ivas do mé~odo de 
Newlon-Raphson. 
Em segui men~o são descri ~os. sumar i amen~e. 
os procedimen~os corresponden~es à análise elas~o-plás~ica. 
São ainda re:feridos os cri~érios de 






6.a - MeTODO DE NEWMARK 
·, Adotando-se os procedimentos do método de 
Newmark. em cada etapa da anâlise <transição entre tempos 
genéricos t e t+At). os vetores dos deslocamentos e das 
\ 




nas quais At é o passo de tempo a ser adequadamente 
selecionado para que uma integração no tempo 
suficientemente precisa seja obtida e os valores a = 0,6 e 
(3 = o. a6. correspondentes ao método da aceleração média 
constante são adotados neste trabalho. 
Substituindo na equação C3. aa) a expressão 
do vetor t +At ·· <ID. função de grandezas referentes ao tempo 
t. obtida com o uso da equação (5.1). resulta o sistema de 
equações algébricas 
(6. 3) 
sendo <ID <<ID=t+At<U>-t<U)) o vetor de incrementos de 
deslocamen~os nodais, e 











Após a ob~enção do ve~or {U). os ve~ores de 
deslocamen~os. acelerações e velocidades corresponden~es ao 
~empo ~+li.~ são ob~idos por 
t +.ât {U) = t. {U) + {U) 
sendo 
a o 
a = Cl-cO.â~ 
3 
6.3- MÉTODO DE NEWTON-RAPHSON 
Em vir~ude do 






equações deduzidas. erros sucessivos vão sendo acumulados 
QO 
ao longo da análise incremenLal. Uma ~orma de minimizar o 
a~asLamenLo da solução numérica da resposLa verdadeira da 
esLruLura cônsisLe na realização de iLerações em cada passo 
da análise. 
Fazendo uso do méLodo incremenLal/iLeraLivo 
de Newt.on-Raphson assume-se que em cada passo da análise 
CLransição enLre os Lempos L e L+~L). após realizadas Ci-1) 
iLerações de cálculo, sejam conhecidos 
A equação do movimenLo em ~orma incremenLal/ 




na qual a maLriz de massa ~oi considerada consLanLe duranLe 
Lodo o passo e sendo 
{ôtJ}<i.>= {tJ}<i.>_ {tJ}(\.-j_) = l+~l{tJ}<i.>_ l+~l{tJ}(\.-j_) 
Usando os procedimenLos já descriLos no 1Lem 
5.2, os veLores de deslocamenLos e de velocidaes nodais são 





e a equação a ser resolvida na i-ésima it-eração de cada 
passo da análise result-a pela subst.it.uição de t+ât<Ü><i> 









_ t + .ó.t < F> < i. - 1 > 
o 






Uma solução convergent-e 'também pode ser 
obt.ida, dependendo do grau de não linearidade apresent-ado 
pela est.rut.ura, com um menor esforço comput-acional fazendo 
uso das equações correspondent-e ao mét.odo de Newt.on-Raphson 
modificado, as quais são obt.idas das ant-eriores fazendo-se 
const.ant.es as mat.r i zes l [ K J 
O L 
e durant-e algumas 
t.odas it-erações realizadas em um passo increment.al. 
ou 
A sequência de procediment-os do mét.odo de 
Newt.on-Raphson para a obt-enção da solução aproximada da 
equação não 1 i near do movi ment.o da est.r ut. ur a ( SUBBARAJ ; 
• 
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DOKAINISH. 1989) é abaixo es~abelecida: 
. ' 
A) Inicialização da análise C~=O) 
Ai. Cons~rução da ma~riz de massa tnu. o 
Az. Cálculos das cons~~n~es a • a • o ~ a • a e a . z 8 • 
Á.3. Inicialização dos ve~ores de deslocamen~os. de 
velocidades e de acelerações. 
8) Análise incremen~al/i~era~iva 
Bz. i =1 
Ba. 
B!'!i. 
Cálculo da ma~riz de rigidez ef'e~iva t + Íll [ í< J c i - 1 > 
o 
quando f'or necessário ou desejado usando a equação 
(6. 13); é de~ e r minada a par ~i r dos 
deslocamen~os e ~ensões ob~idas no f'inal do passo ~). 
Cálculo de l + Ílt <ib ( i - :t ) pela equação C6.14); 
{ ID < 0 > = < 0} . 
( i. ) 
Solução da equação (6.12). ob~endo-se <ôiD. 
B<S. i =i +1 • e a~ ual i zam-se: ve~or de acelerações o ve~or 
de incremen~os de deslocamen~os nodais e o ve~or de 
deslocamen~os nodais da es~ru~ura. 
87. Se i>1 realiza-se ~es~e de convergência (sim ou não). 
Be. Caso não. re~orna-se ao passo Ba. 
BP. Caso sim. a~ualiza-se o ve~or de velocidades nodais e 
re~orna-se ao passo B:t ou conclui-se a análise quando 
o ~empo máximo pré-es~abelecido f'or a~ingido. 
A sequéncia de procedimen~os para a solução 
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da equação de equilibrio es~ã~ico é ob~ida des~a fazendo-se 
as devidas simplificações. Nes~e caso a variãvel ~ é 
fic~icia e· o passo 2 corresponde a a~ualização do ve~or 
t +lH {R). 
5.4 MJ::TODO DO CONTRqLE POR DESLOCAMENTOS GENERAL! ZADOS 
CMCDG) 
O Mé~odo do Con~role por Deslocamen~os 
Generalizados, CYANG; SHIEH, 1990) consis~e numa ~écnica 
al~erna~iva, en~re ou~ras exis~en~es CRAMM, 1981) já 
ci~adas no capi~ulo 1, de anAlise do compor~amen~o de 
es~ru~uras em regime pré e pós-cri~ico cujos procedimen~os 
são aqui descri~os. 
Em geral, na solução incremen~al /i ~ara~i va 
de problemas es~ru~urais não lineares, o fa~or de 
incremen~o de carga de cada passo i~era~ivo pode ser 
considerado como uma variável incógni~a adicional. Assim, 
assumindo-se que o carregamen~o seja proporcional, pode-se 
escrever a equação de equilibrio na forma 
C t +~t[ K J + 
O L 
t + ~ t [ K ] ) ( i. - 1 ) { 6lJ) <i.>= c t+~tÀ <i.-1) + ~À <i.>) {R) 
O NL 
_ t + ~ t <F> < i. - 1 > 
o 




onde ~i de~ine o incremen~o de carga da i~eração i, <~> é 
um ve~or de cargas nodais de re~erência e t+~~<~>i-~ 
represen~a um ve~or de ~orças desequilibradas na i ~eração 
i-1. 
O ve~or de incremen~os de deslocamen~os pode 
ser expresso p~la soma de ve~ores 
<6U>" = ~i. <6U >" 
~ 
+ <6U >i. 
2 
(6.18) 
onde os ve~ores <6U >i and <6U >" são ob~idos como solução 
~ 2 
dos sis~emas de equaç3es CBa~oz; 1979) 
(6.19) 
t+~t< >i.-~ = o VJ (6. 20) 
Adicionalmen~e equações especi~icas são 
es~abelecidas pelos diferen~es mé~odos exis~en~es para o 
cálculo da inc6gni ~a adicional ~~i.> 
No mé~odo do con~role por deslocamen~os 
generalizados, usa-se um parãme~ro referido como "General 
Stiffness Parame~er" CGSP), para ob~er o incremen~o do 
fa~or de carga da prime i r a i ~e r ação do j -és i mo passo 
incrementai, o qual é definido por 
GSP = (6. 21) 
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onde a represen~ação <.> designa ve~or linha. 
Assim, na primeira i ~eração do passo j, o 
incremen~o do ~a~or de carga é dado por 
C5. 22) 
na qual liÀ i. represen~a o incremen~o inicial 
1 
do ~a~or de 
carga (primeiro passo e primeira i~eração de cálculo), 
enquan~o que para as i~erações subsequen~es Ci > 1) do 
mesmo passo, ~em-se 
AÀ~ 
<6U >~ <6U} ~ 
= 1 J-1 2 J (5. 23) 
J <6U >~ <6U }~ 
1 J-1 1 J 
sendo que para j=1, <6U } 1 é ~ei~o igual a <6U } 1 • 
1 o 1 1 
O sinal da equação C5.22) é de~inido de ~orma 
simples e au~omá~ica pela variação do próprio parâme~ro 
GSP, uma vez que es~e apresen~a a peculiaridade de passar 
de sinal posi ~i vo para nega~i vo em ~odo pon~o limi ~e. 
permi~indo assim que ~ais pon~os sejam iden~i~icados. Cada 
vez que is~o acon~ece, o sen~ido do crescimen~o do 
carregamen~o da es~ru~ura deve ser rever~ido. 
Em ~or ma sumária os procedi men~os par a a 
implemen~ação des~e mé~odo são abaixo descri~os: 
A) Inicialização da análise 
At. Cálculo do ve~or de cargas de re~erência {R}. 
Az. Inicializam-se ve~ores e escolhe-se AÀ 1 • 
1 
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8) Análise incremen~al/i~era~iva 
Bi. Em um passo qual quer j da análise e na prime i r a 
i ~er ação C i =1') . 
a) Cons~rução da ma~riz de rigidez. 
b) Se j~2 de~ermina-$e âX~ por (6.22). 
J 
c) Se GSP<O. no passo j. veri~ica-se se GSP>O no passo 
an~erior j-1 Csim ou não). 
d) Caso sim--> rever~e-se o sinal de âX .. 
J 
e) De~ermina-se o ve~or <õU } ~ 
i J 
i por C6.19) e <õU} .=<O>. 
2 J 
Bz. Em um passo qualquer j e 1~2 
a) A~ualiza-se a ma~riz de rigidez quando necessário ou 
desejado. 
b) De~erminam-se os ve~ores <õU }~ e <õU >~ por C6.19) e 
i J z J 
(6. 20). 
c) De~ermina-se àXi por (6.23). 
j 
Bs. De~ermina-se o ve~or de incremen~os de deslocamen~os 
i <õU>. por (6.18). 
J 
B•. A~ualizam-se : geome~ria. deslocamen~os. cargas, e~c. 
85. Realiza-se teste de convergência Csim ou não) 
Bd. Caso não, repetem-se os passos Bz, Bs e B• a~é que a 
precisão desejada seja obtida. 
Bd. Con~inua-se a análise incrementai a~é que a carga 
to~al seja aplicada ou um de~erminado número de 
passos incrementais seja atingido. 
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6.6- PROCEDIMENTOS NUMeRICOS NA ANALISE ELASTO-PL~CA 
Nest-a seção são descri t-os suei nt.ament.e os 
procediment-os adicionais a serem realizados no caso de 
uma aná.l i se el ast.o'-pl á.st.i ca com base no que se expôs no 
capi~ulo 2. Tais procediment-os correspondem à det-erminação 
das t-ensões em cada pont-o de int-egração plast.if'icado num 
t-empo genérico t.+ât. e numa it-eração i, a part-ir das quais 
são det-erminadas a matriz const.it.ut.iva dos mesmos e o vet-or 
de !'orças residuais relat-ivos à it-eração subsequent.e. 
Uma vez que. mesmo numa análise el ást.i c a~ 
já. se f'az necessário t-er sob cont-role a grandeza do 
increment-o do f'at.or de carga ref'erent.e a cada passo 
increment.al. como f'orma de limit-ar as grandezas dos 
increment-os de rot-ações ao mesmo correspondent-es; t-ambém na 
análise elast.o-plá.st.ica f'oi adot-ado a mesma est-rat-égia 
como f'orma de minorar o af'ast.ament.o da superf'icie de 
escoament-o de sua real f'orma, o qual ocorre em !'unção da 
consideração de increment-os de carga f'init.os ao invés de 
inf'init.esimais. Est-es procediment-os são: 
A) Trat-ando-se da primeira it-eração do passo, det-ermina-se 
âÃ~ (não sendo o caso dest-e ser previament-e def'inido). 
B) Usando a mat-riz de rigidez e o vet-or de cargas nodais 
correspondent-es ao est-ágio em que se encont-ra a análise 
C passo j e i t.er ação i) • calculam-se os i ncrement.os de 
de desl ocament.os, de def'ormações e de t-ensões 
Cest-as calculadas em regime elástico). 
i {âO'e) 
C) Apenas no caso de análise estática, na primeira it-eração 
• 
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de cada passo. determina-se para cada ponto ainda não 
plastificado anteriormente. qual a fração r de âÃ~ 
correspondente ao inicio de plastificação nos mesmos. 
usando-se a condição FCt{o} +r {Ãoe}) = Y C&) 
p 
0) Seleciona-se o menor valor encontrado rm~n. e se OI rm~n 
m 
' for menor que 1.0, r.edefi ne-se: âÀ~ = OI 
m 
rm~n âÃ~ C01 
m 
é 
um coeficiente de majoração adotado entre 1,0 e 1,25). 
E) Recalcul am-se os incrementos de deslocamentos e de 
tensões em con~ormidade com o novo valor de âÃ. 
l ~- ~ ~ F) Aproximam-se as tensões totais por {o} = {o} + {Ãoe} 
G) Determina-se f({o}~) e procede-se como descrito nos itens 
abaixo discriminados 
Gt. Tratando-se de um ponto já plastificado na iteração 
anterior (identificado por um código pré-definido). 
passa-se a verificar se na iteração atual ocorreu 
descarregamento Co < Y). Caso sim, segue-se para o 
passo H; caso contrário, o ponto continua escoando, 
procede-se então a redução das tensões i. {Ãoe} para 
i. {Ão} • como mostra a Figura 5.1. localizando o ponto 
sobre a superficie de escoamento. Segue-se então para 
o item <33. 
G2. Para um ponto anteriormente em estágio elástico, 
veri~ica-se ter ocorrido ou não escoamento na 
iteração corrente. Não tendo ocorrido segue-se ao 
passo H, e no caso contrário procede-se a redução das 
tensões i. m{Ãoe} para {flo}i. con~orme esclarece 
Figura 5. 2 Cm=AB/BC). Prossegue-se no i tem <33. 









r r r r 
d q = C( de- d€.p) = Cd6e 
cORREÇÃO 0-0' 
Figura 5.2- Vetor de incrementos de tensões em um ponto em 
inicio de escoamento 
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• i..-1 i.. 
sendo {b.f/8u) calculado'com <u> =<u> + C1-m) <~ue> 
na qual m = 1 .~O no caso da Figura 6. 1. 
<34. Det.erminam-se o increment.o da de:formação e:fet.i va 




- i. -1 = & + ~ 
p p 
com a qual ser á cal cu! ada a 
t.ensão de escoament.o Y na it.eração seguint.e. 
H) Se realizada as et.apas ant.eriores em t.odos os pont.os de 
int.egração da est.rut.ura dá-se prosseguiment.o a análise 
at.é a convergência do passo increment.al. 
6.6- CRITÉRIOS DE CONVERG~NCIA 
Para de:finir o :fim de um passo increment.al 
qualquer são adot.adas. alt.ernat.ivament.e. duas condições: 
1) :S & 
2) :S & 
Nas quais, o simbolo ~ 11 designa a norma Euclideana de um 
vet.or. & é uma t.olerância prescrit.a eM é o número de graus 
de liberdade da est.rut.ura analisada. As duas condições são 
ut.ilizadas na análise est.át.ica e dinâmica, porém a segunda 
dei as é par t.i cu! ar ment.e indicada quando admi t.e-se par a o 
mat.erial um comport.ament.o elast.o-plást.ico. 
ESCQ:_.\ De ENGENHARIA 
lHi3LIOJ~~Ô 
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6. APLI CAÇOES NUMÉRICAS I: ANÁLISE ELÁSTICA GEOMETRICAMENTE 
NXO LINEAR 
6.1 -INTRODUÇÃO 
Neste capitulo são apresentados di:ferentes 
exemplos de análise el ás ti c a geometricamente não 1 i near • 
estática e dinâmica. de estruturas tais como vigas. placas 
e cascas. Consideram-se para e:feito de avaliação dos 
procedimentos utilizados. casos de estruturas constituidas 
de material isótropo e de estruturas laminadas anisótropas. 
mais especi:ficamente. constituidas por lâminas re:forçadas 
por :fibras unidirecionais. Placas e cascas dotadas de 
enr i j ecedores excêntricos ou não. são também analisadas 
usando os procedimentos citados no capitulo 4. 
Na solução dos problemas estáticos são 
empregados o método de Newton Raphson ou o método do 
controle por deslocamentos generalizados. Este último é 
sempre usado nos exemplos em que um comportamento pós-
:fambagem seja investigado. Na análise dinâmica são usados 
os métodos de Newmark e de Newt.on-Raphson . 
Através da solução de di:ferentes exemplos. 
a e:ficiência de di:ferentes regras de integração numérica 
Ctotal. reduzida uni:forme e reduzida seletiva) sobre à 
super:ficie média da estrutura é veri:ficada. Ao longo da 
,, 
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espessura da est.rut.ura, em geral, adot.ou-se uma regra de 
i nt.egr ação t.ot.al C 2 pont.os de Gauss) no caso dest.a ser 
const.i t.uida· 'por uma única camada, enquant.o que no caso de 
est.rut.uras const.it.u~das por mais de uma camada, sub-camadas 
foram consideradas e uma regra de int.egração reduzida C1 
pont.o de Gauss) em cada,oma delas foi adot.ada. 
Em t.odos os exemplos de est.rut.uras laminadas 
anis6t.ropas resolvidos, devido a simet.ria geomét.rica da 
est.rut.ura, foi adot.ada a est.rat.égia usual no caso de 
est.rut.uras const.i t.uidas de mat.erial is6t.ropo de modelar-
apenas um quart.o Cou met.ade) da est.rut.ura, por razões de· 
economia de t.empo comput.acíonal e t.ambém com a finalidade 
de comparar os result.ados obt.ídos at.ravés do modelo 
numérico propost.o nest.e t.rabalho com out.ros result.ados 
encont.rados por diferent.es pesquisadores usando t.ambém est.a 
est.rat.égia. Deve-se ressalt.ar, no ent.ant.o, que na análise 
de est.rut.uras laminadas anís6t.ropas, principalment.e no caso 
de esquemas de laminação t.ipo "angle-ply" ou de disposição 
de lâminas não simét.rica com relação à superficie média da 
est.rut.ura, o uso de modelos reduzidos requer o conheciment.o 
por par t.e do anal i st.a dos casos em que é possi vel obt.er 
proveit.o da simet..ria da est.rut.ura e de como ist..o pode ser 
feit..o. Cít.a-se aqui, ent.ão, os t.rabalhos de NOOR; CAMIN 
C 1976) , NOOR et.. al . C 1977) e NOOR et.. al . C 1 997) par a 
maiores esclareciment.os sobre o problema quest.ionado. 
Nos exemplos de análise dinâmica admit..iu-se 
a aplicação inst.ant.ânea da carga sobre a est.rut.ura, e 
deslocament.os e velocidades iniciais nulos foram adot.ados. 
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6. 2 - ANALISE ESTÁTICA VIGAS, PLACAS E CASCAS 
6.2.1 -Viga:~ balanço sob carga concentrada 
Neste exemplo, a viga em balanço de material 
homogêneo e isótropo. s9licitada por uma carga concentrada 
em sua extremidade livre, mostrada na Figura 6.1 Ca). é 
analisada. As propriedades elásticas do material são: E = 
12 x 105 KN/m2 e v = O. 
A viga f' oi modelada com cinco elementos de 
nove nós e uma regra de integração 2x2x2 (reduzida unif'orme 
no plano do elemento e dois pontos de integração ao longo 
da espessura) f'oi empregada. 
A análise f'oi realizada utilizando-se o 
método de controle por deslocamentos generalizados 
adotando-se de partida uma carga igual a 1/20 da carga de 
ref'erência C4 KN) adotada. No passo incremental de número 
12 f'oi atingida a carga de 3, 87 KN. e o deslocamento 
vertical extremo (W). correspondente a esta carga. obtido 
f'oi de e. 456m. 
Observou-se na análise desta estrutura que 
melhores caracteristicas de convergência ocorreram Cmenor 
número de iterações por passo) sendo a matriz [K J obtida 
NL 
com as tensões convergentes • ou seja, tensões obtidas no 
f'inal do passo anterior, ao invés de com as tensões 
atualizadas. obtidas no f'inal da última iteração concluida. 





Na Figura 6. 1 (b), é represent-ada a curva 
carga CP) x deslocament-o na ext-remidade da viga (W) obt-ida 
conf'orme aélma descrit-o. Para ef'eit-o de comparação, são 
t-ambém represent-ados os resul Lados encont-rados por CHANG; 
SAW AMI PHAKDI C 1982) . 
6.2.2- Casca cilíndrica abat-ida QQffi carga n2 cent-ro 
Nest-e exemplo considera-se a análise de uma 
casca cilíndrica abat-ida const-it-uida de mat-erial is6Lropo 
solicit-ada por uma carga concent-rada conf'orme most-ra a 
Figura 6.2 (a). As bordas t-ransversais da casca são livres 
e as longit-udinais são art-iculadas. As const-ant-es elást-icas 
do mat-erial são: E = 3103 N/mm2 e v = 0,3. 
Apenas um quart-o da casca !'oi discret-izado 
com quat-ro element-os de nove nós, e uma regra de int-egração 
reduzida selet-iva nos Lermos de cisalhament-o da mat-riz de 
rigidez linear dos element-os !'oi ut-ilizada. 
Observou-se dos result-ados dest-e exemplo, um 
bom desempenho do mét-odo do cont-role por deslocament-os 
generalizados e demais procediment-os empregados em modelar 
o comport-ament-o f'ort-ement-e não linear dest-a est-rut-ura . 
Os f'enOmenos dit-os "snap-Lhrough.. e .. snap-back", por 
exemplo, apresent-ados por est-a est-rut-ura, !'oram det-ect-ados 
sem que qualquer problema de convergência ocorresse. A 
carga de ref'erência e o !'at-or de carga inicial adot-ados 
!'oram, respect-1 vament-e, O, 6 KN e O, 20, e duas ou t-rês 
it-erações !'oram realizadas por passo increment-al . 
•'· 
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CHANG; SAWAMIPHAKOI (1982) 
0.0 ~--~--~----~--~--~--~---r---.--~--~ 
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0 
Deslocamento (m) 
Cb) - Curva carga x deslocament-o 
Fig. 6.1 -Viga em balanço sob carga concent-rada 
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Os resul~ados encon~rados são na ~igura 
6. 2 Cb) mos~rados e comparados com os ob~idos por OLIVER; 
ONATE C1984)·. 
6.2.3- Casca es~érica engas~ada sob carga concen~rada 
Analisa-se nes~e exemplo uma casca es~érica 
de ma~erial homogêneo e isó~ropo. com bordas engas~adas. 
sol i c i ~a da por uma carga concen~r ada em seu cen~r o. ~al 
como mos~rado na Figura 6.3 (a). As propriedades elás~icas 
7 do ma~erial são E = 10 psi e v = 0,3. 
Em vir~ude da sime~ria da es~ru~ura, apenas 
um quar~o da mesma ~oi considerado na análise. o qual ~oi 
discre~izado com 8 elemen~os de 9 nós. 
A curva carga x deslocamen~o encon~rada é 
represen~ada na ~igura 6.3 Cb), na qual mos~ra-se ainda ~er 
havido concordância com os resul ~ados ob~idos por OLIVER; 
ONATE (1984). Nes~a ci~ada re~erência ~ambém ~oram usados 
uma ~ormulação Lagrangeana To~al e elemen~os ~ini~os 
~ridimensionais degenerados. As relações cinemá~icas usadas 
no modelo permi~em a ocorrência de incremen~os de ro~ações 
~ini ~os em cada passo incremen~al. A es~ru~ura ~oi 
discre~izada com se~e elemen~os de oi~o nós. 
6.2.4 Placa simplesmen~e apoiada laminada sob pressãQ. 
uni~orme 
Com a ~inalidade de ~es~ar a validade e 
' • 
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ericiência dos procedimen~os u~ilizados na análise de 
es~ru~uras laminadas anis6~ropas, considera-se aqui o caso 
de uma placa1 quadrada mos~rada na Figura 6.4 Ca = lOin e 
h = 0,02in), cons~i~uida por duas lâminas de ma~erial 
compos~o. para o qual r oram ado~adas as seguin~es 
<nz = <ns = O , 5 
x 106 psi, Gzs = 0,2x106 psi e v~2 = 0,25. Admi~iu-se a~uar 
sobre a es~ru~ura uma carga unirormemen~e dis~ribuida Cq = 
100psi) e direren~es esquemas de laminação ~ipo "angle-ply" 
C-8/8, com e = 6°, 26°, 36° e 46°) roram considerados. 
Devi do a ral ~a de si me~r i a do ma~er i al a 
es~ru~ura comple~a roi discre~izada com uma malha de 6x6 
elemen~os de nove nós. Os resul~ados ob~idos Cdeslocamen~o 
ver~ical e momen~os rle~ores Mxx e Myy do cen~ro da placa) 
com o presen~e ~rabalho, u~ilizando uma regra de in~egração 
reduzida sele~iva no plano da es~ru~ura e uma subdivisão de 
cada lâmina da es~ru~ura em qua~ro camadas, são comparados 
aos resul~ados ob~idos por WILT e~. al. (1990) e com 
resul~ados "exa~os" Cob~idos via solução anali~ica) 
divulgados pelos mesmos au~ores nas ~abelas 1, 2 e 3. 
6.2.6- Placa laminada sob carga unirorme 
Considera-se, nes~e exemplo. uma placa 
quadrada cons~i~uida por duas lâminas de ma~erial rerorçado 
com fibras, "angle-ply" C-46/46), solici~ada por uma carga 
uniformemen~e dis~ribuida. A geome~ria e a discre~ização da 
es~ru~ura es~ão represen~adas na Figura 6.6 (a). As 
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Tabela 1 - Deslocamen~o cen~ral de uma placa quadrada 
laminada 
c±e ] Çdeslocamen~o cen~ral) 
"Exa~o" .WILT e~. al. (1990) Modelo presen~e 
c ±5 ] 592 597 603.32 
' 
[ ±25] 984 ·1003, 7 1028,03 
( ±35] 945 967,6 992,71 
- ( ±45] 915 937,6 962,48 
Tabela 2 - Momen~o rlelor MXx no cen~ro de uma placa 
quadrada laminada 
c ±e ] CMomen~o rle~or Mxx) 
"Exa~o" WILT e~. al. (1990) Modelo presen~e 
c ±5 ] 1318,8 1324,8 1300.8 
[ ±25] 843,6 844,9 836,7 
( ±35] !364,6 !363,7 !362,!3 
( ±45] 368,1 360,8 366,8 
Tabela 3 - Momen~o rle~or Myy no cen~ro de uma placa 
quadrada laminada 
c ±e ] CMomen~o rle~or Myy) 
"Exa~o" WILT e~. al. (1990) Modelo presen~e 
( ±!3 ] 34.2 33,8 3!3,4 
[ ±2!3] 226,0 227,9 226,0 
(±35] 304,1 304,2 304,0 
( ±451 368,1 360,8 366,8 
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propriedades elá.s'licas das lâminas são: Ei./Ez = 25; Ez = 
5 z 7. 031· x 10 N/cm ; Gtz /Ez = O, 5; Gts = Gtz; Gzs/Ez = O, 2 e 
Vi.Z = O, 25. 
A mesma es'lru'lura f'oi analisada com duas 
dif'eren'les condições de con'lorno C1 e C2 para f'ins de 
comparação com. os resul 'lados encont-rados por LIAO; REDDY 
(1987), 'la! como mos'lrado nas Figuras 6.5 Cb) e 6.5 Cc). 
No plano da estrutura uma regra de 
in'lagração reduzida unif'orme f'oi empregada enquant-o que ao 
longo da espessura subdividiu-se cada lâmina em duas 
camadas e um ponto de integração em cadà camada f'oi 
considerado. 
Para a solução das equações não lineares de 
equi11brio f' oi empregado o método do controle por 
deslocamentos generalizados (sendo a carga de ref'erência 
. z 
igual a 0,02N/cm e ~ igual a 0.015). 
j, 
Na análise da placa 
com condicões de contorno C1 f'oi achado um deslocament-o 
central de 0,55cm em correspondência a uma carga de 0,02 
N/cm2 (valores aproximados) ao f'inal do décimo oitavo passo 
passo incrementai. 
Condições de contorno C1: 
u = w = e = o em X = a/2, z 
v = w = e 
1 
= o em y = a/2, 
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Figura 6.4- Placa quadrada laminada do exemplo 6.2.4 
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Condições de contorno C2: 
u = w = e = o em X = a/2. 2 
v = w = e = o em y = a/2. i 
u = e = o em y = o e v = e = o em X = o 2 i 
6.2.6- Placa laminada engastada 
Uma placa constituida de quatro camadas. 
"cross-ply" C0/90/90/0) solicitada por uma carga unif'orme. 
cujas geometria Ca = 12in e h = 0,096in) e discretização 
são as mesmas representadas na Figura 6.5 Ca), é analisada 
neste exemplo. As propriedades do material são Et = 1.9292 
x 106 psi; Ez = 1,9315 x 106 psi; ~2 = Gis = G2s = 3.125 x 
cS 10 psi e v = 0.23949. 
Os resultados obtidos são mostrados na 
Figura 6. 6, juntamente com os resultados encontrados por 
LIAO; REDDY C1997). 
6.2.7- Casca esférica laminada sob carga unif'orme 
Considera-se aqui uma casca 'esf'érica 
constituida por duas lâminas de material composto ref'orçado 
com f'ibras, com esquema de laminação tipo "cross- ply" 
C0/90), solicitada por uma carga unif'orme. As propriedades 




Gi2/Ez = 0.5; Gls= Giz; Gzs/Ez = 0.2; v12 = 0.25. 
cS ' = 10 psi; 
A geometria da casca é representada na 
Figura 6.7 Ca) e duas condições de contorno, C1 e C3. das 
y 
- ... 
a • 243.8 em . . 
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Cb) - Curva carga x Deslocamen~o (condição de con~orno C1) 























• LIAO; REDDY ( 1987) 
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
Deslocamento Central (em) 
116 
Cc) - Curva carga x deslocament-o (condição de cont.orno C2) 
Figura 6.5- Placa laminada com duas camadas 
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quais a primeira já ~oi an~eriormen~e de~inida, ~oram 
ado~adas. Apenas um quar~o da es~ru~ura ~oi modelado usando 
4 elemen~os de nove. nós. Adotou~se uma regra de in~egração 
~o~al C3x3) no plàno da es~ru~ura e apenas um pon~o de 
in~egra~ão na espessura de cada lâmina ~oi ~ornado. 
·As curvas carga X deslocamen~o cen~ral ~oram 
ob~idas com o uso do mé~odo de con~role por deslocamen~os 
generalizados com um ~o~al de 100 passos incremen~ais. Nas 
Figuras 6. 7 Cb) e 6. 7 (c) os resul ~ados ob~idos nes~e 
~rabalho e os resul~ados encon~rados por LIAO; REDDY C1987) 
são con~ron~ados. 
Condições de con~orno C3: 
v = w = e = o em X = a/2; v = e = o em y = o :z :z 
u = w = e = o em y = a/2, u = e = o em X = o 
S. S. 
6.2.8- Casca es~érica cons~i~uida de~ camadas 
Uma casca es~érica cons~i~uida de nove 
camadas de gra~i ~e-epóxi C0/90/0/90/0 ... ) , cujas carga e 
geome~ria são mos~radas na Figura 6.7 Ca), é nes~e exemplo 
analisada. A mesma discre~ização e propriedades ma~eriais 
do exemplo 6.2.7 ~oram ado~adas. As condições de con~orno 
C3 ~oram aqui consideradas. 
A respos~a da es~ru~ura ~oi ob~ida a~ravés 
do mé~odo de con~role por deslocamen~os generalizados e 
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Figura 6.8- Casca es~érica com nove camadas 
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6.3- ANALISE ESTATICA: PLACAS E CASCAS ENRIJECIDAS 
. ·I 
6. 3.1 Análise de ~ placa engastada dotada 
enriiecedores excêntricos 
Realiza-~e neste exemplo a análise de uma 
placa engastada, constituida de material homogêneo e 
isótropo, dotada de enrijecedores excêntricos laterais, 
con~orme mostrado na Figura 6.9 Ca). A placa é solicitada 
por duas cargas concentradas aplicadas nas extremidades 
livres dos enrijecedores. 
As mat.rizes de rigidez dos element.os ~oram 
obt.idas ~azendo uso de uma integração reduzida selet..iva no 
plano da estrut.ura enquant.o que ao longo da espessura dois 
pont.os de int.egração ~oram t.omados. Apenas met.ade da 
estrutura ~oi considerada na análise, sendo a mesma 
discret.izada por uma malha constituida de dois elementos de 
nove nós e dois de seis nós. 
Com a ~inalidade de t.estar os procedimentos 
utilizados no present.e trabalho ~oi realizada, a principio, 
uma análise linear dest.a est.rut.ura para uma carga P = 2lb, 
tendo-se comparado o valor da de~lexão máxima obt.ido 
C0,290449x10- 3 in) com valores obt.idos usando a Teoria 
-a clássica de viga C0,29199x10 in) e por LIAO: REDDY (1997) 
usando 2 element.os t-ridimensionais degenerados de casca de 
nove nós e 4 elementos tridimensionais degenerados de vigas 
de 3 nós C0.29933x10-a in). As respostas não lineares da 
estrutura com e sem os enrijecedores ~oram t.ambém obt.idas. 
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Como esperado. es~as respos~as são mui~o di~eren~es. sendo 
quase linear para a es~ru~ura enrijecida e ~or~emen~e não 
linear no caso da es~ru~ura sem os enrijecedores. 
Na :figura 6. 9 Cb) mos~ram-se os resul t.ados 
ob~idos com o presen~e ~rabalho e os resul~ados divulgados 
por LIAÓ; REDDY C1997). 
6.3.2- Placa quadrada simplesmen~e apoiada enrijeccida 
Analisa-se nes~e exemplo uma placa quadrada 
de ma~erial homogêneo e is6~ropo, simplesmen~e apoiada. e 
re~orçada por enrijecedores con~orme mos~rado na Figura 
6.10 Ca). Uma carga uni~ormemen~e dis~ribuida admi~iu-se 
a~uar sobre a es~ru~ura e ~oram ado~adas as seguint.es 
propriedades elás~icas para o ma~erial: 6 E = 30 x 10 psi e 
v = 0,3. 
Devido a sime~ria apenas um quar~o da placa 
enrijecida ~oi discre~izada com qua~ro elemen~os de nove 
n6s e qua~ro elemen~os de seis n6s. 
A curva carga x deslocamen~o da placa é 
mos~rada na Figura 6.10 Cb), e est.á em plena concordância 
com a ob~ida por LIAO; REDDY C1997) modelando-se um quar~o 
da placa com qua~ro elemen~os ~ridimensionais degenerados 
de cascas de nove n6s e os enrijecedores com oi~o elemen~os 
~ridimensionais degenerados de vigas de ~rês n6s. 
z 
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e. 3. 3. Placa laminada do~ada de enrijecedores 
Uma placa 1 ami nada enrijeci da si mpl esmen~e 
apoiada é solici~ada por uma carga unif'orme. A geome~ria e 
os esquemas de 1 ami nação "cross-pl y" e "angl e-pl y"C -45/45) 
da mesmâ são represen~a9os nas Figuras 6.11 (a) e 6.11 Cc). 
Para o ma~erial das lâminas f'oram ado~adas as seguin~es 
cons~an~es elás~icas: 
!5 2 
Et/Ez = 25; Ez = 7, 03x1 O N/cm ; V12 = 
0,25; Gtz/Ez = 0,5; Gta = Gtz; G:za/Ez= 0,2. 
As condi çeies de con~orno ado~adas são ~ 
para o esquema de laminação ~ipo "cross-ply•• e C2 para o 
esquema de laminação "angle-ply". Foram u~ilizados' qua~ro 
elemen~os de nove n6s e qua~ro elemen~os de seis n6s para a 
discre~ização de um quar~o da es~ru~ura. 
Os resul~ados ob~idos com o presen~e ~rabalho 
e aqueles ob~idos por LIAO; REDDY C1987) são mos~rados nas 
Figuras 6.11 (b) e 6.11 Cd). 
8.3.4- Casca esf'érica laminada enrijecida 
Uma casca esf'érica simplesmen~e apoiada 
cons~i~uida de duas camadas de ma~erial compos~o. cuja 
geome~ria e esquema de laminação C .. cross-pl y") são 
mos~rados na Figura 8.12 Ca), é nes~e exemplo analisada. As 
propriedades elás~icas da lâmina são: Et/Ez=25; Ez=106 psi; 





o= 243.8 em 
h= 0.635 em 
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Figura 6.11 -Placa laminada enrijecida 
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As condições de cont.orno são as mesmas da 
placa. C "cross-ply") do exemplo ant.erior e t.ambém a mesma 
. •! 
discret.ização daquele exemplo' foi aqui adot.ada. 
A c~rva carga x deslocament.o obt.ida com o 
present.e t.rabalho e a encont.rada por LIAO; REDDY C19B9) 
são most.radas na Figura,·6.12 Cb). 
6. 4 - ANALISE DINAMICA: VIGAS PLACAS E CASCAS 
6.4.1 -Viga engast.ada sob carga uniforme 
Uma viga engast.ada de mat.erial isót.ropo e 
solicit.ada por uma carga uniformement.e dist.ribuida, 
most.rada na Figura 6.13 (a), é analisada nest.e exemplo. As 
.f. z const.ant.es elást.icas do mat.erial são E = 1.2 x 10 lb/in • 
v = 0,2 e a massa especifica do -cs mat.erial é p = 10 lb 
z .f. s /in. 
Adot.ou-se uma malha const.it.uida por 5 
element.os de 9 nós. O passo de t.empo adot.ado foi igual a 
1/42 do periodo fundament.al da est.rut.ura Cou seja, 57,3 x 
10-4 s) como em BATHE et. al. C1975). 
Os result.ados obt.idos são most.rados na 
Figura 6.13 Cb) junt.ament.e com os divulgados na referência 
acima cit.ada. 
6.4.2- Placa simplesment.e apoiada sob carga uniforme 
Uma placa const.it.uida de mat.erial isót.ropo 
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com as seguint.es propriedades: E = 2,1 x 10 
-6 2 • 0.25 e p = 9 x 10 Ns /em é aqui considerada. A geomet.ria 
e. a di scret..t.zação adot.ada sã~. as mesmas represent.adas na 
Figura 6.5 Ca), sen~o a= 25'cm e h= 5 em. A est.rut.ura é 
solicit.ada por uma carga uni~ormement.e dist.ribuida igual a 
10N/êm2 •• A análise ~oi realizada adot.ando-se um passo de 
t.empo igual a 10~s. Condiç5es de cont.orno adot.adas: 
U = V = W = 82 = 0 para X = a/2; V = 82 = 0 para y = 0 
ti = v = w = e~ = o para y = a/2; U = 8~ = 0 para X = 0 
Os r esul t.ados obt.i dos nest.e t.r abal ho e os 
encont.rados por LIAO; REDDY C1997) são most.rados na Figura 
6.14. 
6.4.3- Casca cilindrica laminada sob pressãQ int.erna 
Uma casca cilindrica com bordas engast.adas 
const.it.uida por duas lâminas de mat.erial compost.o. é 
analisada nest.e exemplo. A geomet.ria da casca encont.ra-se 
represent.ada na Figura 6.2 Ca), sendo aqui h = 2,54mm. Um 
esquema de laminação t.ipo "angle-ply" C-45/45) foi adot.ado. 
Propriedades elást.icas: E~/Ez = 25; Ez = 106 N/mm2 · • Gtz/Ez 
= 0,5; Gt3 = Gu; Gz3/Ez = 0.2 e v1z = 0,25. 
Um quart.o da casca foi modelado com quat.ro 
element.os de nove nós. Admit.iu-se at.uando sobre a est.rut.ura 
2 uma pressão int.erna de 1,0 N/mm. Adot.ou- se 6t. = 0.05s. 
Os resul t.ados achados são comparados aos 
r es ul t.ados obt.i dos por REDDY ; CHANDRASHEKHARA C 1 984) na 
Figura 6. 15. 
•I 
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Figura 6.13- Viga engast.ada sob carga uni~orme 
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2.2 
2.0 F ormulacao presente 
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Figura 6.14- Placa simplesmente apoiada 
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6.4.4- Casca es~érica laminada sob pressãQ externa 
Analisa-se uma casca es~érica simplesment.e 
apoiada const.i t.uida, por duas lâminas de mat.erial compost.o, 
adot.ando-se um esquema de laminação "cross-ply" C0/90). As 
propriedades de cada lâjnina são: 
6 2 
E• = 25 x 10 N/cm ; E2 = 
6 2 6 2 6 2 
10 N/cm ; G.2 = <3.3 = 0.5 x 10 N/cm ; G23 = 0.2 x 10 N/cm 
e vu = 0,25. 
A geomet.ria da casca é idênt.ica a do exemplo 
6.2.7. sendo aqui R= 1000cm, a = 50cm e h = 1cm; e t.ambém 
a mesma discret.ização usada naquele exemplo ~oi aqui 




e ât. = 0.05s. 
Uma pressão externa de 1.0N/cm
2 ~oi admit.ida at.uando sobre 
a est.rut.ura. 
Os resul t.ados obt.idos pelo present.e est.udo 
são con~ront.ados com os resul t.ados divulgados em REDDY; 
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Figura 6.16- Casca es~érica com duas camadas 
8.6- ANALISE DIN~CA: PLACAS E CASCAS ENRIJECIDAS 
8. 6.1 AnAlise não linear transiente da placa 
exemplo 6.3.2 
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Realiza-~e a análise transiente da mesma 
estrutura do exemplo 6.3.2. Os dados adicionais do problema 
são q = 3.75 psi, p = 2,5393 x 10- 4 lb s 2 /in 4 e ât=0,0002s. 
Considerou-se a mesma discretização usada na 
análise estática e uma regra de integração reduzida 
unirorme C2x2) no plano roi realizada. 
A resposta da estrutura é conrrontada com a 
obtida por LIAO; REDDY C1987) na Figura 6.17. 
6.5.2- Análise não linear transiente de~ casca esrérica 
simplesmente apoiada enrijecida 
Obtém-se neste exemplo a resposta não linear 
dinâmica de uma casca esrérica de material homogêneo e 
isótropo dotada de enrijecedores centrados e solicitada por 
uma carga concentrada como mostrado na Figura 6.18 Ca). As 
propriedades elásticas do material são E = 104 psi e v = 
0,3. Adicionalmente considerou-se: P = 8000lbs; p = 2,3763 
x 10- 5 lb s 2 /in 4 e ât = 0,0007s. A mesma discretização do 
exemplo anterior roi também aqui adotada. 
Na Figura 6.18 Cb) são mostradas a resposta 
obtida através do presente trabalho e a resposta obtida por 
LIAO; REDDY C1987). 
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6.5.3 - Análise não linear ~ransien~e da placa do exemplo 
6.3.3 
A r,espos~a dinâmica C~ransien~e) da mesma 
es~ru~ura do exemplo 6.3.3 é ob~ida nes~e exemplo. Os dados 
complemen~ares ado~ado~· ~oram: -· 2 .. q = 50 x 1 O N s /em ; p = 
2.547 X 10- 6 N s 2 /cm 4 e ,Ó,~ = o.002s. Apenas o esquema de 
laminação "cross-ply• ~oi aqui considerado. Uma regra de 
in~egração reduzida sele~iva no plano da es~u~ura ~oi 
ado~ada em conjunção com uma malha cons~i~uida por qua~ro 
elemen~os de nove nós Cpara modelar a placa) e qua~ro de 
seis nós Cpara modelar os enrijecedores). 
A respos~a da es~ru~ura é represen~ada na 
Figura 6.19 jun~amen~e com a corresponden~e respos~a ob~ida 




























0.0 2.0 3.0 4.0 
Tempo (segundos) 
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Figura 6.17- Resposta não linear transiente de uma placa 
simplesmente apoiada enrijecida 
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2" ç:::-; ~ 
~ ~t,:th 
R = 100 in 
a= 30.9017 in 
h= 3.9154 in 
























F ormuloção presente 
• UAO; REDDY (1987) 
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 
Tempo (segundos) x 100 
(b) - Curva deslocament.o x t.empo 
Figura 6.18- Respost.a não linear t.ransíent.e de uma casca 
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....... Formulocoo presente UAO; REDDY (1987) 
Tempo (s) x 100 
14-1 
Figura 6.19- Resposta lransienle não linear de uma placa 




7. APLI CAÇOES NUMJ:':RI CAS I I: ANÁLISE ELASTO-PLÃSfi CA NXO 
LINEAR GEOMJ:':TRI CA 
7.1 INTRODUÇÃO 
Apresentam-se neste capitulo di:ferentes 
exemplos de análise elasto-plástica geometricamente não 
linear, estática e dinâmica, de placas e cascas. O modelo 
numérico empregado no presente trabalho é testado na 
solução de estruturas constituidas de material homogêneo e 
isótropo e utilizado para investigar o comportamento de 
estruturas laminadas anisótropas. 
Através dos cita dos exemplos. a i n:f 1 uênci a 
da orientação das direções principais das lâminas, de 
di:ferentes esquemas de laminação e da adoção de di:ferentes 
curvas tensão e:fetiva x de:formação plástica efetiva, sobre 
a resposta da estrutura (curva carga x deslocamento e 
configurações de plasti:ficação para determinados valores da 
carga) :foi observada. 
Os procedimentos numéricos uti 1 i zados par a a 
solução das equações não lineares de equilibrio estático e 
dinâmico são aqueles já referidos no capitulo 6 acrescidos 
dos procedimentos da seção 5.5. 
As observações feitas no capitulo 6 a 
respeito de ser ou não válido modelar apenas parte de uma 
estrutura laminada anisótropa C1/4 ou 1/2, geralmente), em 
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~unção da sua georne~ria sirné~rica, dever ser ~arnbérn nes~e 
capi~ulo consideradas. 
Em ~odos os exemplos des~a seção as rna~rizes 
de rigidez dos elernen~os ~oram ob~idas usando urna regra de 
in~egração reduzida uni~orrne C2x2) no plano da es~ru~ura. 
7. 2 - ANALISE ESTÁTICA 
7.2.1 -Análise elas~o-plás~ica da casca do exemplo 6.2.3 
A respos~a elas~o-plás~ica da casca do 
- " exemplo 6.2.3, considerando o= 5 x 10 psi e H= O, é nes~e o p 
exemplo ob~ida. A mesma discre~ização u~ilizada na solução 
elás~ica ~oi aqui ado~ada. 
Es~e exemplo. ~al corno o exemplo 6.2.3, ~oi 
~arnbérn resolvido por OLIVER~ ONATE C1984), usando o 
cri~ério de escoarnen~o de Huber-Mises e urna lei de 
escoarnen~o associada. Os resul~ados ob~idos a~ravés do 
presen~e ~rabalho e os resul ~ados encon~rados pela ci ~ada 
re~eréncia são comparados na Figura 7.1. Em ambos ~rabalhos 
urna subdivisão da es~ru~ura em oi~o camadas e urna regra de 
in~egração reduzida uni~orrne no plano da es~ru~ura ~oram 
ado~adas. 
7.2.2- Placa quadrada engas~ada 
O cornpor~arnen~o elas~o-plás~ico Ciso~r6pico 












20 -- Formulacao presente 
• • • • • OLIVER; ONATE ( 1984) 
0~--.---,---.--,--~--~--~--~~--~ 
0.00 0.04 0.08 0.12 0.16 0.20 
Deslocamento central (in) 
Figura 7.1 -Casca esrérica sob carga concen~rada 
144 
145 
solicitada por uma carga uniformemente distribu1da é neste 
exemplo investigado. As propriedades do material são: 
QaSQ isotrópico: 
E1 = Ez = 30000; v·= 0,30; G1z = G1s = Gzs = 11540; 
- - - - - - -
O =O =O =O = 30; T = T = T = 17,32; 
O 01 OZ 04~ 01Z 013 OZ3 
EP '= 300 
QaSQ anisotrópico: 
; = 40,0; ~ = 35,0; oz 04~ 
As outras constantes são as mesmas do caso isotrópico 
(unidades: MN,m) 
Apenas un quarto da estrutura foi modelado 
com 9 elementos de nove nós (com oito camadas cada um 
deles). 
Nas Figuras 7.2 (a) e 7.2 (b), os resultados 
obtidos com o presente trabalho para os casos isotrópico e 
anisotrópico, respectivamente, são confrontados com os 
correspondentes resultados achados por OWEN; FIGUEIRAS 
(1983a) usando elementos do tipo "semiloof" e considerando 
pequenos deslocamentos. As configurações de plastificação 
de um quarto da estrutura e relativas às camadas inferior 
(primeira camada) e superior (oitava camada), para os casos 
isotrópico e anisotr6pico são ainda, respectivamente, 
representadas nas Figuras 7.2 (c) e 7.2 (d). 
7.2.3 -Casca quadrática engastada 
O comportamento elasto-plástico de uma casca 


















---- Formulação presente 
"'• • + • FIGUEIRAS; OWEN c 19B3a) 
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0.00 
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 
Deslocamento central (m) 
Ca) - Curva carga x deslocamento (caso isotrópico) 




















-- Formulação presente 
• • • • • FIGUEIRAS; OWEN c 1 983a) 
0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 
Deslocamento central (m) 
Cb) - Curva carga x deslocamen~o Ccaso aniso~rópico) 
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Figura 7.2- Análise Elas~o-Pás~ica de uma placa engas~ada 
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1.9 CAMADA 8.9 CAMADA 






Cc) - Configurações de plastificação Ccaso isotrópico) 
Figura 7.2- Análise Elasto-Pástica de uma placa engastada 
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r q = 0.35 psi 
X X 
1.!1 CAMADA 8º- CAMADA 
g =0.47psi 
X X 
Cd) - Configurações de plast.ificação (caso anisot.rópico) 
Figura 7.2- Análise elasto-plástica de uma placa engastada 
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centro é investigado. As caracteristicas do material e a 
discretização utilizada são as mesmas do exemplo 7.2.2. 
Na Figura 7.3 (a) encontra-se representada a 
geometria da estutura e nas Figuras 7.3 (b) e 7.3 (c), 
respectivamente, mostram-se representadas as respostas 
(curva carga x deslocam~nto) da estrutura para os casos 
isótropico e anisótropico. Para fins de comparação, nestas 
mesmas figuras os resultados obtidos por LI; OWEN (1988) 
são também mostrados. 
7.2.4 -Placa laminada simplesmente apoiada 
As respostas elasto-plásticas de uma placa 
quadrada (a = 12in e h = 0,3 in ) laminada, uniformemente 
carregada, para quatro diferentes esquemas de laminação, 
"cross-ply" (0/90/0/90) e "angle-ply" (-e;e;-e;e) com e 
igual a 30°, 45° e 60°, são obtidas neste exemplo. As 
condições de contorno adotadas para os casos "angle-ply" e 
"cross-ply" são, respectivamente, C2. (citada no exemplo 
6.2.5) e ca (citada no exemplo 6.2.7). 
Os dados elásticos adotados correspondem a 
cs . 
um grafite-epóxi T300/5208 e são: E1 = 19,2 x 10 ps1, Ez = 
10
6 
psi, G12 = G13 = O, 82xl0 6 psi, G23 = 0,49xl0 6 psi e v12 = 
0,24. Adicionalmente, para a realização da análise elasto-
- 9 plástica, foram admitidos os seguintes dados: 010 = 9,8x10 
- 9 - 9 - -psi, 020 = 2,1x10 psi, 04!iO = 4,2x10 psi, 0120 = o13o = 3,5 
Xlo
9 . - 9 
ps1 e 0'23 = 1,5x10 psi, e o material foi admitido como 




c 2 2 z=--2 (x + y) (L/2) 
Ca) - Geometria 
4.5 
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o -- Formula~ão ore sente (J 
• • • • • LI; OWEN (1090) 
0.0 -+--,-,.---,-----,.--r---,---r-.-..,......--,--,-..,......--,----; 
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 
Deslocamento central (m) 
Cb) - Curva carga x deslocamento Ccaso isotrópico) 






















-- Formuloç:õo presente 
• • • • • LI; OWEN c 1 989) 
0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 
Deslocamento central (m) 
(c) - Curva carga x deslocamento Ccaso anisotrópico) 
Figura 7.3- Casca quadrática engastada 
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parao caso "cross-ply" foi q = S,Opsi. 
Um quarto da estrutura foi modelado por uma 
malha de 3x3 elementos e, para obter uma integração mais 
precisa ao longo espessura. cada lâmina foi subdividida em 
duas camadas. 
As curvas carga x deslocamento central da 
placa obtidas apresentaram-se bem diferentes para os casos 
"cross-ply" e "angle-ply", como pode-se observar nas 
Figuras 7.4 (a) e 7.4 (b) e também como já é sabido ocorrer 
com frequência até mesmo tratando-se de análise elástica. 
No caso "cross-ply" a placa apresentou um comportamento 
quase linear dentro da faixa de solicitação admitida (carga 
entre O e 80psi, aproximadamente). As respostas para as 
estruturas com esquemas de laminação tipo "angle-ply", se 
comparadas entre si, dão indicias de um comportamento mais 
rigido para o caso em que e = 80~ 
7.2.5 -Casca cil1ndrica laminada 
A casca cilindrica, representada na Figura 
7.5 (a), com bordas longitudinais engastadas e bordas 
transversais livres, é analisada neste exemplo. A estrutura 
é solicitada por uma carga concentrada em seu centro e 
constitu1da por tres lâminas, para as quais foram adotadas 
as seguintes propriedades el~sticas: E: = c5 • 25x10 ps1, E.,. -... -
10
6 psl·, G G O 5 10 6 . G O 2 10 6 • 12 = 13 = , X PSl, 23 = , X PSl, "1.-'12 = 
0,25, e adicionalmente com o objetivo de investigar o 















Deslocamento Central (in) 
Ca) - Curva carga x deslocament-o cent.ral Ccaso "cross-ply") 
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- - -30/30/-30/30 
••••• -60/60/-60/60 
o~~--~~~--~~~--~~~--~~~--~ 
0.0 0.1 0.2 0.3 
Deslocamento central (in) 
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Cb) - Curva carga x deslocamento central Ccaso "angle-ply") 
Figura 7.4- Placa laminada simplesmente apoiada 
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as seguin~es propriedades o~o 
9 9 = 1 O. 8x1 O psi • 020 = 3. 2x 1 O 
psi. 
9 9 
o.&5o = 6. 4x1 O psi • o~zo = o~9o = 3. 6x1 O psi • 0'29o = 
9 : 9 9 
1 • 8 x 1 O psi • Hp~ = 2. O x1 O psi e Hpz = O. 26x1 O psi . 
Foram considerados dois diferen~es esquemas 
de laminação, C0/90/0) e (90/0/90), e para cada um des~es 
esquemas, foram fei~as 9uas análises: 
caso 1 Iden~ificando a curva ~ensão efe~iva x deformação 
plás~ica efe~iva com a curva o~ x &p~. 
caso 2 - Iden~ificando a curva ~ensão efe~iva x deformação 
plás~ica efe~iva com a curva 0'2 x &p2. 
As respos~as ob~idas para os dois esquemas de laminação 
considerados são significa~ivamen~e diferen~es. mos~rando-
se bem mais rigida a es~ru~ura com o esquema C0/90/0). Es~e 
resul~ado era esperado pelo fa~o de que para es~a 
configuração ~em-se duas lâminas com as fibras dispos~as ao 
longo da curva~ura da casca. As respos~as ob~idas com os 
dois diferen~es casos de análise C1 e 2) concordaram 
consideravelmen~e bem, principalmen~e para o esquema 
(90/0/90), conforme pode-se visualizar na Figura 7. 6 Cb), 
onde ~odos es~es resul~ados são apresen~ados. Na Figura 7.6 
(c) são represen~adas as configurações de plas~ificação 
C1/4 da casca) das camadas inferior e superior da es~ru~ura 
(caso 1 e esquema 0/90/0) para diferen~es valores da carga. 
7.2.6- Casca esférica laminada simplesmen~e apoiada 
Analiza-se nes~e exemplo a mesma casca 
esférica laminada do exemplo 6. 2. 7 (caso "cross-ply" com 
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condições de conLorno C3). Aqui um quarLo da esLruLura roi 
•· discreLizado com uma malha de 3x3 elementos e cada uma das 
duas lâminas: da esLruLura roi subdividida em quaLro camadas 
com a r i nal idade de deLecLar a pl as Li r i cação ao 1 ongo da 
espessura. As propriedades adoLadas para o maLerial são as 
• 
mesmas do exemplo anLerior. 
Na Figura 7.6 Ca) são mosLradas as resposLas 
elásLica Ccaso 3) e elasLo-plásLicas da esLruLura. sendo 
esLas úlLimas obLidas como descriLo no exemplo anLerior 
(casos 1 e 2). Na obLenção de Lodas esLas resposLas roram 
usadas as mesmas discreLização e regras de inLegração. Na 
Figura 7.6 Cb) são mosLradas a propagação da plasLiricação 















Ca) - Geome~ria e discre~ização 
L= 1 O in 
R=lOO in 










• • • • • coso2 
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0~---r--,---~--~--~--r-~~~~~--~ 
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
Deslocamento central (in) 
Cb) - Curvas carga x deslocamen~o para direren~es 
condições de anâlise 






















Cb) - Con~igurações de plas~i~icação para as camadas 
inferior e superior da casca 







--Caso 1 I 
*** * * Caso 2 
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6.0 
---- Caso 3 
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0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 
Deslocamento central (in) 
Ca) - Curvas carga x deslocamen~o elás~ica 
e elas~o-plás~ica 
Figura 7.6- Casca es~érica com duas camadas C0/90) 
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.z z 
_q = 4.23 psi 
X y 
z z 
q = 7. 02 psi 
X y 
Cb) - Plas~i~icação ao longo da espessura nos planos 
XZ e YZ 
Figura 7.6- Casca es~érica com duas camadas C0/90) 
ESCOL'\ DE ENGENHARJ..-. 
u;JLIOTl:CA 
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7.3- ANALISE DINAMICA 
7.3.1 -Placa quadrada simplesmen~e apoiada 
Neste exemplo, a resposta transien~e de uma 
placa quadrada Ca = 10i.n e h = 0,6in), cons~i~uida por um 
material isótropo e elas~o- plástico per~ei~o e solici~ada 
por uma carga uni~orme, é investigada. As propriedades do 
material são: 
7 - 4 E = 10 psi~ v = 0,3; q = 3,0 x 10 psi. p = 
Um quadrante da es~ru~ura ~oi modelado com 
uma malha de 3 x 3 elemen~os subdivididos em 8 camadas de 
igual espessura. Ado~ou-se â~ = 22,3~s como em BATHE; 
BOLOURCHI C1976). 
Na Figura 7. 7, mostra-se que os resultados 
encontrados concordaram razoavelmen~e bem com os resultados 
apresentados na re~erência acima ci~ada. 
7.3.2- Análise dinâmica da placa do exemplo 7.2.6 
A respos~a transiente elasto-plástica para a 
placa laminada, caso "cross-ply" C0/90/0/90). do exemplo 
7.2.4 é neste exemplo ob~ida. Adimitiu-se a~uando sobre a 
es~rutura uma carga uni~orme de intensidade igual a 16psi. 
Na Figura 7.8 são representadas para e~eito 























-- Formulação presente 
• • • • • BATHE; BOLOURCHI (1980) 
0.00 
o 10 20 30 40 50 60 
Relação (t/~t) 
Figura 7.7- Análise ~ransien~e elas~o-plás~ica de uma 




















·-- solução elástica 
• • • • • solução elasto-plástica 
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 
tempo (s) X 100 
Figura 7.8- Respos~as dinâmica elás~ica e elas~o-plás~ica 
da placa laminada do exemplo 7.2.4 
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7.3.3- Análise dinâmica da casca do exemplo 7.2.6 
Real i z·a -se aqui a análise dinâmica el ast.o-
pl ást.i c a da casca · dos exemplos 6. 2. 7 e 7. 2. 6. Além das 
propriedades elást-icas e elast.o-plást.icas já definidas 
\ -~ 2 • ant-eriorment-e foram adot.ados p = 2.3763 x 10 lb s /in e 
At. = 5x10- 4 s. Foi usada a mesma discret.ização adot.ada no 
caso da análise est.át.ica elast.o-plást.ica e foram obt.idas as 
respost-as da est.rut.ura para cargas uniformes de 1.25psi e 
2.25psi. As curvas deslocament-o x t.empo encont-radas são 
apresent-adas na Figura 7.9. 
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6-r--------------------------------~ 
5 ,.. .. .. -.. .... .. .. .. .. .. .. 
,-... • .. .. 
c: .. .. .. 
c-4 
.. .. .. .. .. .. 







Q) q 1,25 psi 
E = 
o 




o 2 3 4 5 6 7 
tempo (s) x 100 
Figura 7.9- Respos~a dinâmica elas~o-plás~ica da casca 
laminada do exemplo 7.2.6 
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B. CONSIDERAÇõES FINAIS, CONCLUSõES E SUGESTOES 
ApresenLou-se no presenLe Lrabalho um modelo 
numérico para a anAlise esLALica e dinâmica CLransienLe) de 
placas e cascas laminadas anis6Lropas. EfeiLos não lineares 
fisicos foram considerados adimi Lindo que o maLerial se 
comporLasse como elasLo-plá.sLico com ou sem endurecimenLo; 
e efeiLos não lineares geoméLricos foram considerados 
medianLe o uso de uma formulação cinemá.Lica apropriada para 
o esLudo de problemas em que ocorram grandes deslocamenLos 
e reLações e sejam pequenas as deformações. 
Os procedimenLos uLilizados foram LesLados 
aLravés da solução de um número considerável de exemplos 
divulgados na liLeraLura. EnLre esLes exemplos consLavam 
problemas de naLureza não linear geoméLrica e/ou fisica. 
exemplos de esLruLuras de maLerial is6Lropo ou anisóLropo 
e de anAlise esLALica ou dinâmica. sempre buscando aferir a 
implemenLação compuLacional do modelo proposLo e em alguns 
casos mosLrar a influência de efeiLos que naqueles exemplos 
não foram considerados. 
NesLe senLi do, na maior i a dos exemplos em 
que se desejava enconLrar a resposLa não linear geoméLrica 
CesLALica ou dinâmica) de esLruLuras laminadas anis6Lropas 
os resulLados obLidos foram comparados com resulLados 
enconLrados por LIAO; REDDY (1997), pelo faLo de Ler-se 
usado no presenLe Lrabalho uma formulação cinemá.Lica 
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semel hant.e à adot-ada pelos c i t.ados aut-ores. As di :ferenças 
não signi:ficat.ivas verificadas ent-re os result-ados obt-idos 
nest-e t-rabalho e os encont-rados pelos referidos aut-ores 
podem ser at.ribuida's a diversos :fat-ores: 
a) LIAO~ REDDY (1987) obt-iveram as mat-rizes de rigidez 
• dos element-os com o uso.de int-egração explicit.a ao longo da 
espessura dos mesmos Cpara ist-o a mat-riz Jacobiana :foi 
admit-ida como independent-e da coordenada normalizada (). 
b) LIAO~ REDDY (1987) em muit-os dos exemplos analisados 
não :fizeram menção à ordem de int-egração numérica ut-ilizada 
para a obt-enção das mat-rizes de rigidez dos element-os, ou 
seja, se t.ot.al, reduzida uniforme ou reduzida selet-iva. 
c) A regra de int-egração reduzida selet-iva ut-ilizada por 
aqueles aut-ores consi st.e em :fazer na equação C 4. 26) a 
mat.r i z const.i t.ut.i va [ C-J 
o 
como sendo a soma de duas 
mat-rizes Cuma sem os t-ermos de cisalhament.o t-ransversais, 
[C • J B. e a out.r a cont-endo apenas est-es c i t-a dos t-er mos, 
[C'Js); a int-egral daquela equação é ent-ão resolvida usando 
uma regra t.ot.al C3x3) para os t-ermos que incluem os 
coeficient-es de re-Ja e uma regra reduzida C2x2) para os 
o 
t-ermos que incluem os coeficient-es de rC-Js. Ao cont-rário, 
o 
nest-e t-rabalho :fez-se uso de uma regra de int-egração 
reduzida selet-iva que consist-iu em primeirament-e se avaliar 
os t-ermos re:ferent.es às deformações de cisalhament.o 
t.ranversais da mat-riz [B J Cduas últ-imas linhas) usando 
L 
uma regra 2x2 e depois por meio de erlrapolação obt-er 
dest-es os referidos t-ermos daquela mat-riz nos nove pont-os 
de Gauss correspondent-es à uma regra de int-egração 3x3, 
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para en~ão ere~uar a in~egral da equação C4.26). Es~a rorma 
de proceder, conrorme ci~a HUGHES C1987), é mais apropriada 
para problemas não lineares ou problemas em que o ma~erial 
apresen~e aniso~ropia. 
Exemplos adicionais roram considerados com o 
obj e~ i vó de ~es~ar o modelo em si , global men~e, e com o 
mesmo inves~igar o compor~amen~o de placas e cascas 
laminadas anis6~ropas sob direren~es aspec~os. Nes~es. 
erei~os ~ais como a inrluência da sequência das lâminas ou 
da orien~ação das direções principais des~as mesmas roram 
observados. As conrigurações de plas~iricação de algumas 
camadas e para valores especiricos das cargas, rela~ivas a 
alguns des~es exemplos, roram represen~adas. Considerou-se 
~ambém adequado veriricar a inrluência sobre a respos~a 
elas~o-plás~ica de algumas es~ru~uras, admi~indo-se que o 
ma~erial que as cons~i~uem apresen~e endurecimen~o. de se 
iden~iricar a curva ~ensão ere~i va x derormação plás~ica 
ere~i va com a curva 01 x cpt ou com a curva 02 x cp2, uma 
vez que o desconhecimen~o da rorma real daquela curva é um 
pon~o vulnerável do modelo de endurecimen~o empregado. 
Em geral o modelo numérico apresen~ou um bom 
desempenho, como sejam boas carac~eris~icas de convergência 
e respos~as em razoável concordância com ou~ras divulgadas 
na li~era~ura. Na análise elas~o-plás~ica man~eve-se sempre 
sob con~role o número de pon~os de Gauss plas~irícados e 
o valor da derormação plás~ica ere~iva e roi possivel 
observar que o número de i ~erações aumen~ava de ror ma 
signirica~iva quando uma grande quan~idade Cem ~orno de 
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85%) de pont.os de Gauss plast.if'icava e/ou quando o valor 
da def'ormação plást.ica ef'et.iva era muit.o próximo de 0,02, 
ocorrendo divergência em seguida. No caso de análise 
est.á t.i c a não 1 i near geomét.r i c a (salVO O caso em que a 
est.rut.ura sof're um f'ort.e enrijeciment.o) e em geral no caso 
' da análise dinâmica, o processo de covergência apresent.ou-
se sempre muit.o unif'orme com o número de it.erações variando 
ent.re 2 e 3. 
É preciso sal i ent.ar que não se t.i nha como 
objet.ivo nest.e t.rabalho obt.er um modelo numérico capaz de 
descrever realist.icament.e o comport.ament.o elast.o-plást.ico 
de cascas laminadas anisót.ropas. Como sabido da lit.erat.ura, 
as dif'iculdades i nerent.es ao est.udo do comport.ament.o 
elast.o-plást.ico de mat.eriais anisót.ropos, sobret.udo de 
mat.eriais compost.os ref'orçados com f'ibras, apesar de 
est.arem sendo t.rat.adas com o uso de met.odologias dist.int.as, 
ainda não per mi t.i u o desenvolvi ment.o de um modelo com as 
pot.enci ali dades acima c i t.adas. Cont.udo. subsi di os par a a 
elaboração de modelos mais realist.icos podem ser obt.idos a 
part.i r da análise de resul t.ados encont.rados com modelos 
mais simples, principalment.e quando são t.ambém disponiveis 
result.ados experiment.ais. 
Dest.a f'orma, acredit.a-se aqui t.erem sido 
alcançados os objet.ivos que mot.ivaram o present.e t.rabalho, 
proporcionando uma pequena cont.ribuição ao desenvolviment.o 
do t.ema de est.udo abordado. Espera-se ainda que est.e 
t.rabalho possa servir como base para f'ut.uras invest.igações. 
Como os procediment.os adot.ados nest.e t.rabalho são bem 
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adequados à análise de est.r ut.ur as de mat.er i ais compost-os 
1 ami nados. como sugest.ões par a est.as i nvest.i gações podem 
ser cit.adas: o uso de out.ras met.odologias para t.rat.ar 
ainda do comport.am~nt.o elast.o-plást.ico dest.as est.rut.uras. a 
inclusão de análise de ralhas causadas por danos sorridos 
pelos const.it.uint.es do ~at.erial, e ainda a consideração de 
ereit.os higrot.érmicos, viscoelást.icos e visco-plást.icos. 
172 
REFERENCIAS 
AHMAD, S. , IRONS, B. M. , AND ZIENKIEWICZ, O. C. , "Analysis 
of" Thick: and Thin Shell St..ruct..ures by Curved Finit..a 
Elemen~s", In~erna~ional Journal ror Numerical Me~hods in 
Engi neer i ng , .2, 1 970, •PP. 41 9-4!:31 . 
ARGYRIS, J. H., "Con~inua and Discon~inua", 
or Firs~ Conference on Ma~rix Me~hods in 
Proceedings 
S~ruc~ural 
Mechanics, Wrigh~- Pa~~erson Air Force Base, pp. 
Ohi o, 1 96!:3. 
11-89, 
BATHE, K. J., RAMM, E. and WILSON, E. L., "Fini~e Elemen~ 
Formula~ions for Large Derorma~ion Dynamic Analysis", 
In~erna~ional Journal for Numerical Me~hods in 
Engineering, 9, 2, pp. 3!:33-386, 197!:3. 
BATHE, K.J. and BOLOURCHI, S., "A Geome~ric and Ma~erial 
Nonlinear Pla~e and Shell Elemen~". Compu~ers&S~ruct..ures, 
11, pp. 23-48, 1980. 
BATHE, K.J., "Fini~e Elemen~ Procedures in Engineering 
Analysis", Pren~ice-Hall, Inc. New Jersey, 1982. 
BATHE, K. J., DVORKIN, E. and HO, L. W. , "Our Dicre~e-
Kirchhoff and Isoparame~ric Shell Elemen~s for Nonlinear 
Analysis"- An Assesmen~. Compu~ers & S~ruc~ures, 16, pp. 
89-98. 1 983. 
BATOZ, J. L. and DHATT, G. , "Incremen~al Displacemen~ 
Algori~hms for Nonlinear Problems", In~erna~ional Journal 
ror Numerical Me~hods in Engineering, 14, pp. 1262-1266, 
1979. 
BHIMARADDI, A., CARR, A. J. and MOSS, P. J .• "Fini ~e 
173 
Element Analysis or Laminated Shells or Revolution with 
Laminated Stirreners", Computers & Structures, Vol. 33, 
No. 1, pp. 295-305, 1989. 
BRIAS':>OULIS, D. ,· "The Zero Medes Problem or the Nine-Node 
Lagrangian Dege'nerated Shell Element", Compu ter & 
Structures, 30, 6, 1988, pp. 1389-1402. 
COOK, R.D., MALKUS, D.S. and PLESHA, M.E., "Concepts and 
Applications of Finite Element Analysis", John Wiley & 
Sons, 1988. 
CHANG, T. Y. and SAWAMIPHAKDI, K., "Large Deformation 
Analysis of Laminated Shells by Finite Element Method", 
Computers & Strucures, Vol. 13, pp. 331-340, 1981. 
CHANG, T. Y. and SAWAMIPHAKDI, K., "Large Deflections and 
Post - Buckling Analysis of Shell Structures", Computar 
Methods in Applied Mechanics and Engineering, 
311 -326. 1982. 
32, pp. 
CHAO, W. C. and REDDY , J. N. , "Anal ysi s of Lami na ted 
Composite Shells Using a Degen~rated 3 - D Element", 
Interna ti onal Journal for Numerical Methods in 
Engineering, 20, pp. 1991-2007, 1984. 
CHEN, W. F. and HAN, D. J., "Plasticity for Structural 
Engineers", Springer-Verlag, New York, 1988. 
CRIESFIELD, M. A., "A Fast Incremental/lterative Solution 
Procedure That Handles Snap - Through", 
Structures, 13, pp. 55-62. 1981. 
Computers & 
CRIESFIELD, M. A., "An Are Length Method Including Line 
Searches and Accelerations", International Journal For 




FIGUEIRAS, J.A. and OWEN, D.R.J., "Analysis of' Elast.o-
Pl ast.i c and Geomet.r i call y Nonl i near Ani sot.ropi c Pl at.es 
and Shells", in Finit.e Element. Sof't.ware f'or Plat.es and 
; 
Shells CE. Hint.on and D.R.J. OWEN eds.), Pineridge Press, 
1984. 
Gj\LLAGHER, R. H. • "Analysis of' Plat.e and Shell 
St.r uc t. ur es", Pr oc. of;: Symp. on Applicat.ions of' Finit.e 
Element. Met.hods in Civil Engineering, Vanderbilt. 
Universit.y, Nashville, Tennessee, pp. 166-806, 1969. 
GALLAGHER, R. H., "Problems and Progress in Thin Shell 
Fi ni t.e El ement. Anal ysi s", in Fi ni t.e El ement.s f'or Thi n 
Shells and Curved Members, John Wiley & Sons, 1976. 
GEIER, B. and ROHWER, K. .. On t.he Anal ysi s o f' t.he 
Buckling Behavior of' Laminated Composite Plates and 
Shells", International Journal for Numerical Methods in 
Engineering, vol.87, 403-487, 1989. 
HILL, R. , "The Mathematical Theory of' Plasticit.y", 
Clarendon Press, Oxf'ord, 1960. 
HU, L. w. , "Studies on Plastic Flow of' Anisotropic 
Metals", Journal of' Applied Mechanics, September, 1966. 
HUGHES, T. J. R., "The Fi ni te El emnt Method": Linear 
Static and Dynamic Finite Element Analysis, Prentice-Hall 
International, Inc., Englewood Cliff's, New jersey, 1987. 
HUGHES, T. J. R. and LIU, W. K. ' 
El ement Anal ysi s of' Shell s ": Part I. 
Shells, Computer Methods in Applied 




IRONS, B. W., "The Semiloof' Shell Element", in Finite 
Element Methods f'or Thin Shell Structures and Curved 
• 
176 
Members CEdiled by R.H. Gallagher and D.G. Anshwell), pp. 
197-222, John Wiley, New York:, 1986. 
JANG, J. and PINSKY. P. M. ~ "An Assumed covarianl slrain 
based 9-node Shell Elemenl", Inlernalional Journal ror 
Numerical Melhods in Engineering, 24, pp. 
1~87. 
JENSEN, W. R.. FALBY, W. E. 
Analysis Melhods for Anisotropic 
AFFDL TR 66-220, 1966. 






Slr ucl ur es", 
Material s", 
Hemisphere Publishing Corporalion, New York:, 1976. 
KAMOULAKOS, A. , "Underslanding and Improving lhe Reduced 
Integralion or Mindlin Shell Elemenls", Inlernalional 
Journal for Numerical Melhods in Engineering, 26, pp. 
2009-2029. 1 988. 
KANOK-NUKULCHAI, W. TAYLOR, R. L. and HUGHES, T. J. R. , "A 
Large Deformalion Formulalion for Shell Analysis by lhe 
Finile Elemenl Melhod", Compulers & Slruclures, 13, pp. 
19-27. 1981. 
KAPANIA, R. K., "A Review on lhe Analysis of Laminaled 
Shells", Journal or Pressure Vessel Technology, 111, May, 
1989. 
LOVE, A.E.H., "A Trealise on lhe Malhemalical Theory of 
Elaslicily", Dover Publicalions, New York:, 1944. 
LEE, S. W., WANG, S. C. and RHIU, J. J., "Sludy of a Nine 
-Node Mixed Formulalion Finile Elemenl ror Thin Plales 




LEKHNI TSKI I , S. G. • "Theory of' Elasticity o f' an 
Anisotropic Body", Holder-Day, San Francisco, 1963. 
LI, Z.H. and OWEN, D.R.J., "Elasto-Plastic Analysis of' 
Laminated Anisotropic Shells by a Ref'ined Finite Element 
Laminated Model", Computers & Structures, 32, 5. pp. 1005 
-1()24, 1989. 
LI AO, C. L. and REDDY, J. N. , "An I ncremental Total 
Lagrangian Formulation f'or General Anisotropic Shell-Type 
Structures", Virginia Polylechnic Institute and State 
University, Blacksburg, Virgínia, 24061, 1987. 
LI AO, C. L. , and REDDY, J. N. • "Conti nuum - Based Sti f'f'ened 
Composite Shell Element f'or Geometrically Nonlinear 
Analysis". AIAA Journal, 27, 1, pp. 95-101, 1989. 
MALKUS, D. S. and HUGHES, T.J.R., "Reduced and Selective 
Inlegration Techníques: A Unif'ication of' Concepls", 
Computer Melhods in Applied Mechanics and Engineering, 
15, pp. 63-81, 1978. 
MALVERN. L. E .• "Inlroduction to lhe Mechanics of' a 
Conlinuous Medium", Prenlice-Hall, Inc., Englewood Clif'fs, 
N. J .• 1969. 
NOOR, A. K. and CAMIN, R. A., "Symmelry Considerations f'or 
Anisolropic Shells", Computer Methods in Applied 
Mechanics and Engineering, 9, pp. 317-335, 1976. 
NOOR, A.K., MATHERS, M.D. and ANDERSON, M.S., "Exploíling 
Symmetríes f'or Ef'f'icient Poslbucklíng Analysis o f 
Composi te Plates", AIAA Journal, Vol. 15, No. 1, pp. 24-
32, 1977. 
NOOR, A.K., ANDERSEN, C.M. and TANNER, J.A., "Exploilíng 
symmetríes in lhe Modeling and Analysis of Tires", 
177 
Computar Mathods in Appliad Machanics and Enginaaring, 
63, pp. 37-81, 1987. 
·NOOR, A. K., "Machanics of Anisotropic Platas and Shalls 
- A Naw Look at an· Old Subjact", Computar & Structuras, 
44, 3, pp. 499- 514. 1992. 
OLIVER, J. and ONATE, E., "A Total Lagrangian Formulation 
for tha Geomatrically Nonlinaar Analysis of Structuras 
using Finita Elamants". Part I. Two-Dimansional Problams: 
Shalls and Platas Structuras, Intarnational Journal for 
Numarical Mathods in Enginaaring, Vol. 20, pp. 2253-2281, 
1984. 
OWEN, D. R. J. and HINTON, E .• "Finita Elamants in 
Plastici ty": Thaory and Practica, Pinaridga Prass, 
Swansaa, U. K .• 1980. 
OWEN, D. R. J. and FIGUEIRAS, J. A. , "Elasto-Plastic 
Analysis of Anisotropic Platas and Shalls by tha Semiloof 
Elamant", Intarnational Journal for Numarical Mathods in 
Enginaaring, Vol. 19, pp. 521-539, 1983a. 
OWEN, D.R.J. and FIGUEIRAS, J.A .• "Anisotropic Elasto-
Plastic Finita Elamant Analysis of Thick and Thin Platas 
and Shalls", Intarnational Journal for Numarical Mathods 
in Enginaaring, Vol. 19, pp. 545-566, 1983b. 
OWEN, D. R. J. and LI, Z. H., "Rafinad Finita Elamant 
Laminatad Modals for tha Static and Dynamic Elasto-
Plastic Analysis of Anisotropic Shalls", in Computational 
Machanics of Nonlinaar Rasponsa of Shalls CW.B. Kratzig 
andE. Onata, ads.), Springar-Varlag, Germany, 1990. 
PALANI, G. S., IYER, N. R. and APPA RAO, T. V. S. R., "An 
Efficiant Finita Elamant Moda! for Static and Vibration 
Analysis of Eccantrically Stiffanad Pl atas/shall s", 
179 
Compu~er & S~ruc~uras. 43 0 pp. 661-661. 1992. 
PANDA, S. and NATARAJAN. R •• "Analysis of' Laminated 
Composite Shell Structures by Finite Element Method", 
Computer & Structures, 14, 3-4, pp. 225-230, 1991. 
PARISCH. H .• "Geometrical Nonlinear Analysis of' Shells", 
Compu~er Methods in A~lied Mechanics and Engineering, 
14. pp. 159-179, 1979. 
PARISCH. H., "A Critica! Survey of' The 9-Node Degenerated 
Shell Element With Special Emphasis on Thin Shell 
Application and Reduced Integration", Computer Methods in 
Applied Mechanics and Engineoring, 20, pp. 623-360, 1070. 
PARISCH. H .• "Large Displacements of' Shells Including 
Material Nonl i near i ti es", Computer Methods in Appl i ed 
Mechanics and Engineering, 27, pp. 183-214. 1981. 
PAWSEY, S. F. and CLOUGH, R.W., "Improved Numerical 
Integration 
International 
o f' Thick 
Journal 
Shell Fi ni te 
f'or Numerical 
Engineering, 24, pp. 576-596, 1997. 
Elements", 
Methods in 
POWELL, G. and SIMONS, J .• "Improved Iteration Strategy 
f'or Nonlinear Structures", International Journal f'or 
Numerical Methods in Engineering, 17, pp. 
1981. 
1455-1467, 
RAMM. E. , "A Plate/Shell Element f'or Large Def'lections 
and Rota ti ons", in K. J. Bathe, J. T. 
Wunderlich, eds., Formulations and 
Algorithms in Finite Element Analysis 
Cambridge, MA, 1977), pp. 264-273. 
Oden and W. 
Computational 
CM. I. T .• 
RAMM, E .• "S~rategies for Tracing the Nonlinear Response 
Near Li mi t Poi nts". Pr oc. Europe U. S. Workshop on 
179 
Nonlinear Finite Element Analysis in Structural 
Mechanics, Springer-Verlag, 1981 • 
• RAMM, E. and STEGMULLER, M. ', "The Displacement Finite 
Element Method in Nonlinear Buckling Analysis of Shells", 
in "Buckling of Stiells", Procedings of a State-of-Art 
Colloquium . 
• 
Universitat Stuttgart, Germany, May 6-7, 
Springer-Verlag, pp. 291-235, 1982 • 
• RAO, K.P., "A Rectangular Laminated Anisotropic Shallow 
Thin Shell Finite Element", Computer Methods in Applied 
Mechanics and Engineering, 15, pp. 13-33, 1978. 
REDDY, J . N. , "Finite Element Modeling of Layered, 
Anisotropic Composite Plates and Shells: A Review of 
Recent Research", Shock and Vibration Digest, Vol. 13, 
No. 12, 1981 . 
. REDDY, J. N., "Bending of Laminated Anisotropic Shells by 
a Shear Deformable Finite Element", 
Technology, 17, pp. 9-24, 1982 . 
Fiber Science and 
• REDDY, J. N. and CHANDRASHEKHARA, K., "Geometrically Non-
Linear Transient Analysis of Laminated Doubly Curved 
Shells", Inter-national Journal of Non-Linear Mechanics, 
20, 2, pp. 79-90, 1985. 
REDDY, J. N. and CHANDRASHEKHARA, K., "Recent Advances in 
the Nonlinear Analysis of Laminated Composite Plates and 
Shells, Shock and Vibration Digest, Vol.19, No. 4., 1987 . 
• REDDY, J. N., "On Refined Computational Models o f 
Composite laminates", Inter-national Journal for Numerical 
Methods in Engineering, 27, pp. 361-382, 1989. 
RHIU, J. J. and LEE, S. w. ' "A New Efficient Mixed 
Formulation for Thin Shell Finite Elemnt Models", 
180 
International Journal for Numerical Methods in 
Engineering, 24, pp. 581-604, 1987 • 
. RIKS, E., "The Application c;:>f Newton's Methods to the 
Problem of Elastic Stability, 
Mechanics, 39, pp.1060-1066, 1972 • 
Journal o f Applied 
• RIKS, E.," An.Incremenkal Approach to the Solution of 
Snapping and Buckling Problem", International Journal of 
Solids and Structures, Vol. 15, pp. 529-551, 1979 . 
. SCHELLEKENS, J. C. J. and BORST, R., "The Use of the 
Hoffman Yield Criterion in Finite Element Analysis of 
Anisotropic Composites", Computer & Structures, 37, pp. 
1087-1096, 1990 • 
• SOKOLNIKOFF, I.S., "Mathematical Theory of Elasticity", 
Me Graw-Hill Book Company, Inc., New York, 1946 . 
. SOMASHEKAR, 8. R., PRATHAP, T. J. R. and BABU, C. R., "A 
Field-Consistent Four-Noded, laminated, Anisotropic 
Plate/Shell Element", Computers & Structures, 25, pp. 
345-353, 1987 • 
• SUBBARAJ, K. and DOKAINISH, M.A., "A Survey of Direct 
Time-Integration Methods in Computational Structural 
Dynamics - II". Implicit Methods. Computers & Structures, 
Vol. 32, pp. 1387-1401, 1989 • 
. SURANA, K. S., "Geometrically Nonlinear Formulation for 
the Curved Shell Elements", International Journal for 
Numerical Methods in Engineering, Vol.19, 
1983 • 
pp. 581-615, 
. VENKATESH, A. and RAO, K. P., "Analysis of laminated 
Shells with laminated Stiffeners using Rectangular Finite 
Elements", Computer Methods of Applied Mechanics and 
181 
Engineering, 38, pp. 255-272, 1983 • 
. VENKATESH,.A. and RAO, K. P., "Analysis of Laminated 
Shells of Revolution with Làminated Stiffeners using a 
Doubly Curved quadrilateral Finite Element", Computers & 
Structures, 20, pp. 669-682, 1985. 
• WEMPNER , G . .A. , "Discret Approximations related to 
Nonlinear Theories of Solids", International Journal of 
Solids and Structures, Vol. 7, pp. 1581-1599, 1971. 
WHANG, 8., "Elas to Plastic Orthotropic Plates and 
Shells", Proc. of Symp. on Application of Finite Element 
Method in Civil Engineering, pp. 481-515. Vanderbilt 
University, Tennessee, 1969 . 
. WILT, T. E., SALEE8, A. F. and CHANG, T. Y., "A Mixed 
Element for Laminated Plates and Shells", Computers & 
Structures, 37, pp. 597-611, 1990. 
. YANG, H.T.Y., SAIGAL, S. and LIAW, O. G., "Advances o f 
Thin Shell Finite Elements and Some Applications 
Version I" 
' 
Computers & Structures, Vol. 35' No. 4, pp. 
481-504, 1990. 
• YANG, Y.8. and McGUIRE, W., "A Work Central Method for 
Analysis", NUMETA 85 - 1985 Geometrically Nonlinear 
International Conference on Numerical Methods in 
Engineering: Theory and Applications, Edited by J. 
Middleton and G. N. Pande, University College Swansea, 
Wales, UK, pp. 913-921, 1985. 
YANG, Y. 8. and SHIEH, M. S., "Solution Method for 
Nonlinear Problems with Multiple Criticai 
A.I.A.A. Journal, 28, pp. 2110-2116, 1990. 
Points", 
ESCOLA DE ENGENHARIA 
BIBLIOTECA 
182 
. YEOM, c . H. ' SCARDERA, M. P. and LEE, S. w. ' "Shell 
Analysis with a Combination o f Eight Node and Nine Node 
Finite Elem_ents", Computer-s & Str-uctur-es, 28, pp . 155-
. ' 
163, 1988. 
. ZIENKIEWICZ, O. C., "Incr-ementai Displacement in Non-
Linear- Analysis", Inter-national Jour-nal for- Numer-ical 
Methods in Engineer-ing; 3, pp. 587-588, 1971 . 
. ZIENKIEWICZ, O.C., TAYLOR, R. L. ANO TOO, J. M., "Reduced 
Integr-ation Techniques in Gener-al Analysis of Plates and 
Shells", Inter-national Jour-nal for- Numer-ical Methods in 
Engineer-ing, 3, pp. 275-290, 1971. 
